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PROLOGO

Este libro contiene el material necesario para un curso de Inferencia
Estadistica de un afio de duracién. Aunque todavia en algunos planes de
estudio, tanto de licenciaturas como de ingenierias, existe un curso sobre
Calculo de Probabilidades y Estadistica, cada vez es més frecuente el abor-
dar el estudio de la Inferencia Estadistica en un curso propio separado del
Cilculo de Probabilidades.

En esta linea este texto estd pensado para estudiantes de Estadistica, en
Matematicas, Biologia, Economia, Informética, Ingenierias, Medicina, Psi-
cologfa, Sociologia, y en definitiva para los que estén interesados en mo-
delizar la incertidumbre mediante la probabilidad para extraer conclusiones
de esta modelizacién. El libro recoge lo que en mi opinién es la naturaleza de
la Estadistica moderna: un equilibrio entre el andlisis de datos -con especial
atencién a las representaciones gréaficas-, y los modelos matemaéticos, ambas
cosas realizadas con el creciente concurso del ordenador.

Los prerrequisitos incluyen nociones de probabilidad bédsica, ademds de
los resultados usuales de cédlculo, dlgebra matricial y anélisis real.

Los teoremas y demostraciones se incluyen cuando su enunciado y su
demostracién son necesarios para una correcta comprensién del texto y siem-
pre que se mantengan dentro del nivel de complejidad y abstraccién que se
ha querido dar al libro. Al final de cada capitulo se incluye una coleccién de
aproximadamente 25 problemas, cuya solucién detallada ha sido realizada
en colaboracién con la profesora Paloma Main Yaque.

En cuanto al contenido del texto, los dos primeros capitulos constituyen
la introduccién a la "Teoria de la Inferencia Estadistica", estudian los es-
tadisticos muestrales, los diagramas de tallos y hojas y de cajas, las dis-
tribuciones asociadas al muestreo con la distribucién normal, los estadisti-
cos ordenados y los principios de reduccién de datos. Se recomienda espe-
cialmente la atenta lectura de los principios de verosimilitud, suficiencia y
condicionalidad; el significado de los mismos, junto al teorema de Birnbaum,
son fundamentales para una correcta interpretacién de los distintos proce-
dimientos que integran la Inferencia Estadistica. También se ha incluido el
concepto de intercambiabilidad como una manera més razonable que la in-
dependencia para recoger la informacién suministrada por la muestra. Este
concepto es de capital importancia pues justifica la aproximacién bayesiana
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a la inferencia.

Los Capitulos 3, 4 y 5, se dedican a la estimacién por punto, la estimacién
por regiones y el contraste de hipétesis, que constituyen el niicleo central
de la Inferencia Estadistica. Un aspecto importante en la manera de desa-
rrollar estos capitulos, es la diferenciacién entre los métodos de obtencién
de las distintas técnicas y los métodos de evaluacién de las mismas, que
son tratados a continuacién. Este tratamiento permite que los tres métodos
usados para eliminar la incertidumbre presenten una estructura uniforme.

Los tres Capitulos finales contienen aplicaciones especificas, asi el Capi-
tulo 6 es una introduccién a la Teorfa de la Decisién Estadistica, el Capitulo
7 aborda el An4lisis de la Varianza y la Regresién Lineal y el Capitulo 8 la
Inferencia no Paramétrica.

Tres aspectos hacen singular, en mi opinién, a este libro. El primero es
que los métodos bayesianos y los clasicos son desarrollados a la vez sin ningin
tipo de menoscabo de unos frente a otros, aunque el autor es partidario de
la aproximacién bayesiana. Asi a continuacién de los estimadores por punto
cldsicos se estudian los estimadores por punto bayesianos. Después de los
intervalos de confianza los intervalos creibles y siguiendo a los contrastes de
hipé6tesis mediante la teoria de Neyman y Pearson, los contrastes bayesianos
v los factores Bayes. Ademsds, tras cada método, segin corresponda, se es-
tudia su comportamiento frente a la distribucién en el muestreo, recogido
en el criterio del error cuadrédtico medio, y frente a la distribucién inicial,
recogido en la pérdida final esperada. El estudio conjunto de estas dos apro-
ximaciones hace que se haya incluido en el Capitulo 7 el anélisis bayesiano
de la varianza, que no estd en otros textos de nivel parecido, ya que o sélo
utilizan la aproximacién cldsica o sélo la aproximacién bayesiana. Asi mis-
mo, en el Capitulo 6, sobre la "Teorfa de la Decisién Estadistica", se incluye
la paradoja de Stein, presentada de la manera més elemental posible, para
poner de manifiesto las anomalias que presentan los métodos clédsicos cuando
la dimensién del pardmetro es mayor o igual que tres.

El segundo aspecto es que al final de cada Capitulo se incluye una apro-
ximacion histérica de la evolucién de las ideas que han sido desarrolladas
en el mismo, incluyendo unas pinceladas biograficas de quienes mds han
contribuido al desarrollo de las mismas.

El tercer aspecto es la publicacién de la solucién detallada de los ejercicios
de final de capitulo como un eficaz complemento de las ideas desarrolla-
das. Con frecuencia, el alumno echa de menos una coleccién de ejercicios
resueltos que le permitan aclarar y comprobar si ha asimilado correctamente
los conocimientos expuestos.

No se discute en el texto ningin paquete de programas, pero en la re-
solucién de los problemas se ha utilizado S, SPSS y Statgraphics; pudiendo
utilizarse otros paquetes también. El libro ha sido empleado para impartir
durante todo un curso 4 horas de clase y una de laboratorio por semana. La
utilizacién de un paquete estadistico permite tratar problemas més reales y
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ayuda a aclarar aspectos que de otra manera son més dificiles de comprender.

Quiero expresar mi agradecimiento a todas las personas a las que debo
mis conocimientos en el campo de la Estadistica, desde aquella primera
versién traducida al castellano del libro de Cramér en el que por primera vez
lef sobre estas ideas y aquellas primeras clases que, impartidas por el profesor
Sixto Rios, me pusieron en contacto con la Estadistica en la Licenciatura
de Matemésticas de la Universidad Complutense. A todos los companeros,
tanto los anteriores como los actuales, del Departamento de Estadistica e
Investigacion Operativa de la Complutense de Madrid, muchas gracias, y en
particular a los profesores Jesus Artalejo, Antonio Gémez, Eusebio Gémez,
Paloma Main, Javier Montero, Luis Sanz y Tedfilo Valdés, que me han su-
gerido cambios y aclaraciones. Finalmente quiero dar las gracias a Pedro
Ortega por su trabajo de verter el manuscrito inicial al Latex.

Madrid, enero de 2005.
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Capitulo 1

INTRODUCCION A LA
ESTADISTICA
MATEMATICA Y
ESTADISTICOS
MUESTRALES

1.1. INTRODUCCION

Dentro del Célculo de Probabilidades se pretende calcular la probabili-
dad de ciertos sucesos a partir de probabilidades calculadas de otros sucesos
mads simples. Asi, si se supone que un determinado experimento aleatorio se
puede modelizar mediante una variable aleatoria de Bernoulli de pardmetro
# conocido, la probabilidad de que el suceso éxito se presente en dos repeti-
ciones consecutivas del experimento es 6.

En esta linea, se dice que el Cdlculo de Probabilidades utiliza un ra-
zonamiento deductivo. Asi, tras modelizar la incertidumbre mediante la
probabilidad, es posible utilizar dicho razonamiento para llegar a obtener
probabilidades de sucesos mds complicados a partir de las probabilidades de
sucesos mas simples.

En cuanto a la Inferencia Estadistica, Cramér (1945) dice:

El objetivo fundamental de la Teoria Estadistica consiste en
investigar la posibilidad de extraer de los datos estadisticos in-
ferencias validas.

Se admite que los datos estadisticos deben de poseer una caracteristica
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2 INFERENCIA ESTADISTICA

que tiene un significado preciso, que es la aleatoriedad. Fisher (1958) dice que
la ciencia estadistica es esencialmente una rama de la matemédtica aplicada:

La Estadistica puede ser mirada como el estudio de pobla-
ciones, como el estudio de la variacion y como el estudio de
métodos de reduccion de datos.

y anade Fisher que el significado original de la palabra Estadistica sugiere
que ésta surge con el objetivo de estudiar colectivos humanos viviendo en
unién politica, aunque méds tarde ha ido ampliando su campo de aplicaciéon
primero a la Biologia y, después, a la Economia y a todas las restantes
ciencias experimentales.

Lindley (1965) ve la Estadistica como el andlisis de cémo los grados de
opinién son alterados por los datos.

Kendall y Stuart (1969) afirman:

La FEstadistica es la rama del método cientifico que se en-
frenta con datos obtenidos contando o midiendo elementos de
poblaciones asociadas a fendmenos naturales.

Breiman (1973) dice:

La diferencia entre un modelo probabilistico y un modelo es-
tadistico es que en el primero la probabilidad estd totalmente
especificada, mientras que en el sequndo la distribucion de pro-
babilidad es desconocida. Todo lo que se conoce son algunas ca-
racteristicas de esta distribucion de probabilidad.

Cox (1973) establece:

La Estadistica pretende elegir un elemento de entre una fa-
milia P de modelos de probabilidad, que en la mayor parte de los
casos es conocida excepto por un numero limitado de pardmetros
desconocidos, para responder a sson los datos consistentes con
la familia P? Suponiendo que los datos han sido obtenidos de
uno de los modelos de P, ;qué puede concluirse sobre los va-
lores de los pardmetros desconocidos o acerca de los valores de
observaciones extraidas del mismo modelo?

Por tltimo, segin Lehmann (1978):

La Estadistica trata de la recogida de datos asi como de su
andlisis e interpretacion.
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Basados en las definiciones anteriores se puede decir que la Inferencia
Estadistica pretende, dados unos datos sujetos a incertidumbre, obtener el
conocimiento de los pardmetros, en un sentido amplio, del modelo de Célculo
de Probabilidades que aceptablemente se ajuste a dichos datos. En este
sentido, la Inferencia Estadistica utiliza un razonamiento de tipo inductivo.

Un proceso de fabricacién, a lo largo del tiempo, puede producir a veces
algtin elemento defectuoso. La probabilidad 6 de que un elemento cualquiera
sea defectuoso es desconocida. De toda la produccion se extraen al azar n
elementos y con estos datos se trata de conjeturar el valor de 6.

El ejemplo explicita los elementos con los que se va a trabajar: a saber,
una poblacién, una muestra: los n elementos observados; y una distribucién
de probabilidad. La poblacién se puede considerar que es una variable aleato-
ria con distribucién de Bernoulli de pardmetro 6, donde 6 es la probabilidad
de producir un elemento defectuoso, los n elementos son la repeticién con
independencia, de n variables aleatorias de Bernoulli y lo que se pretende,

iwi nfi x;
basados en la distibucién de probabilidad de la muestra 67 (1 —6) T |
es conocer el valor de #. En la misma linea se puede considerar un ejemplo
un poco més complicado. Se suponen almacenadas gran cantidad de semillas
en condiciones constantes de temperatura y humedad. Las semillas se van
deteriorando a lo largo del tiempo, de tal forma que existird una funcién
r(t) que indique la proporcién de semillas que en el instante ¢ contintan
siendo vilidas. Si en sucesivos instantes de tiempo ti,...,ts se toman ca-
da vez n semillas y se observa que contindan validas r1,...,7s; se tratarfa
de determinar la funcién r(¢) al menos en los instantes ¢; con i = 1,...,s.
En este caso la distribucién de probabilidad de la muestra viene dada por

S
I (Z)(r(tz))”(l —r(t;))" . En esta situacién no existe el pardmetro 6 o
i=1

més bien el pardmetro, en sentido amplio, es la funcién r(t). Por tltimo,
un experimentador realiza n observaciones x1,...,x, con vistas a determi-
nar una cantidad 6, que él desconoce, pero supone que estas observaciones
pueden ponerse en la forma z; = 0+¢; i=1,...,n. Donde ¢; son los errores
contenidos en cada observacién que se suponen independientes y distribuidos
mediante una distribucién N(0, o) normal de media cero y de desviacién
tipica o desconocida. La distribucién de probabilidad de la muestra viene
dada a partir del producto de n variables N (0, o). En este caso se desea deter-
minar el valor del pardmetro desconocido . Todas estas situaciones pueden
resumirse en que se tiene una v.a. X y sobre la o-dlgebra de Borel de R, estd
definida una familia de distribuciones de probabilidad P = { P[0 € ©}. A lo

largo de lo que sigue se ird concretando el problema en distintas direcciones.

Asi, se hablara de la estimacion por punto cuando sélo se esté interesado
en la eleccién de un determinado valor para 6, se hablara de la estimacion por
intervalo cuando se quiera obener un subconjunto de © al que pertenezca
la distribucién con la que se estd trabajando, y se hablard del contraste
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de hipdtesis cuando se pretenda inicamente elegir entre dos subfamilias de
distribuciones de probabilidad P y P’. A continuacién se estudiard la Teoria
de la Decision como un modelo més general que unifica las aproximaciones
anteriores, para acabar trasladando estos problemas al caso no parameétrico.

1.2. ESTADISTICOS MUESTRALES

El modelo matemadtico de la Inferencia Estadistica viene dado por una
variable aleatoria X a la que se llama universo o poblacién cuya funcién
de distribucién F' viene determinada por algiin elemento de una familia P
de distribuciones de probabilidad. En los ejemplos dados en la seccién 1.1
F era la distribucién de Bernoulli de pardmetro 6, o la normal de media
0 y varianza desconocida, o una Binomial(n,7(t)) con w(t) variable. El
problema es determinar el elemento de la familia de distribuciones de pro-
babilidad para X. Para esto de dispone de cierta informacién que se concre-,
mediante la observacién de una muestra.

Definicién 1.2.1 (muestra aleatoria simple)

Dada una poblaciéon X se llama muestra aleatoria simple de tamano n a la
repeticién de X7y, ..., X, variables aleatorias independientes con distribucién
igual a la de X. Es decir, la funcién de distribucién de la muestra (z1, ..., )
es

F(z1,...,x,) = HF(%)
i=1

donde F(x) es la funcién de distribucién de la poblacién X que como se ha
dicho sigue dada por un elemento de P.
|

Cuando la poblacién X tiene un nimero finito de elementos, x1, ..., Ty
se dispone, basicamente de dos procedimientos para obtener una muestra
de tamano n, n < N. En el primero se puede suponer que cada elemento
tiene la misma probabilidad de ser escogido y por tanto ésta es %, es decir
seria equivalente a suponer que los N elementos estdn metidos en una urna
v que se extrae sucesivamente con reposicién cada elemento de la urna con
probabilidad %, por tanto

1
P{X2 = .Z‘2|X1 = 331} = N

siendo x7 y x2 cualesquiera elementos pertenecientes a la coleccién {1, ..., zn }.
En el simil de la urna esto equivale a ir sacando valores con reeemplaza-
miento. Observamos por tanto que se cumple

1

P{X1=m1,.,Xpn=2,} = N
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y que esta manera de muestrear estd de acuerdo con la Definicién 1.2.1.
No obstante, utilizar este procedimiento con el fin de conocer la poblacién
{z1,...,xn} no parece lo mds razonable, ya que se podria observar varias
veces el mismo elemento. El otro procedimiento posible consiste en suponer
que los elementos se extraen sin reemplazamiento. Asi el primer elemento
es escogido con probabilidad %, y para la obtencién del segundo todos los
elementos tienen la misma probabilidad pero el elemento a escoger ha de
ser diferente del primero; en el simil de la urna seria equivalente a dejar
fuera el primer elemento observado y extraer cualquiera de los restantes con
equiprobabilidad, con lo que

0 Si To =1
(Xo = |X; = 11} {ﬁ B

En el caso de obtencién de la muestra de una poblacién finita sin reem-
plazamiento no se satisfacen las condiciones de la Definicién 1.2.1. Es curioso
entonces que el procedimiento de obtener una m.a.s. de una poblacién sea
el no intuitivo cuando la poblacién es finita. También es importante el ob-
servar que aunque las n variables en el muestreo de una poblacién finita
sin reemplazamiento no son independientes, sin embargo las variables es-
tan idénticamente distribuidas con distribuciéon marginal P{X; = z} = %
para cada x € {z1,...,zx} y cada i = 1,...,n. En efecto, basta observar que
P{X)=z}= % y que por el teorema de la probabilidad total

N
P{Xy =1} = ZP{Xl = ;1 P{ X2 = 2| X1 = x;}
1=1

pero P{Xs = z|X; = 2;} = 0si x = x; y en otro caso P{Xy = z|X; =

T} = (N+1 va que todos los elementos disponibles se escogen con la misma

probabilidad, luego

AN | 1

PiXs=a}= ———=—.
;NN—l N
i

El mismo razonamiento puede aplicarse de forma sucesiva hasta alcanzar
n. Si N es suficientemente grande con respecto a n el muestreo sin reem-
plazamiento puede aproximarse por el muestreo con reemplazamiento en el
sentido de que las probabilidades calculadas tanto en un tipo de muestreo
como en el otro, son practicamente iguales.

Ejemplo 1.2.1
Dada una poblacién finita de N = 500 elementos {1,2, ...,500} de la que se
extraen muestras de tamano n = 5, la probabilidad de que todos los valores
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muestrales sean mayores que 100 cuando se extraen con reemplazamiento es

5
P{X; > 100, ..., X5 > 100} = [] P{X; > 100}
i=1

400\ °
=(—] =032768.
(500)
Cuando se extraen sin reemplazamiento la probabilidad es
(400> <100)
P{X; > 100,..., X5 > 100} = AL ANIYA = 0/326035,

G

lo que parece una aproximacién aceptable.
[ |

Existen otros tipos de muestreo, que en determinadas situaciones préc-
ticas pueden parecer mas interesantes, de hecho existen libros enteros de-
dicados al estudio de los distintos tipos de muestreo. A lo largo del resto
del libro, se usard la Definicién 1.2.1 como definicién de muestra aleatoria
correspondiente a una poblacién. Frecuentemente no se trabaja con toda
la muestra, tanto por resumir la informaciéon como para mimetizar ciertos
elementos de la poblacién, por lo que se introduce la siguiente definicién.

Definicién 1.2.2 (estadistico muestral)
Dada (X1, ...., X;,) una muestra aleatoria simple de la poblacién X, a toda
f:R™ — R* funcién conocida medible, se la llamara estadistico muestral.

Ejemplg 1.2.2 n

X=1 ,X;Xi y §%=-L X:I(XZ — X)? son estadisticos muestrales. El
1= 1=

primero es, el conocido como la media muestral y al segundo se le denomina

la cuasivarianza muestral.

|
A continuacién se introducen estadisticos muestrales particulares.

Definicién 1.2.3 (momentos centrales)
Se llama momento muestral respecto al origen de orden k a

SN
i=1
FEl momento de orden uno, es la media muestral, ya citado en el Ejemplo

1.2.2, que se acostumbra a notar por X . Se llama momento muestral respecto
al centro de orden k a
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El momento respecto al centro méds utilizado es bo, la varianza muestral.
[ ]

Es facil ver que

k

Por consiguiente los momentos muestrales respecto al centro, pueden
calcularse en funcién de los momentos muestrales respecto al origen. En
particular la varianza muestral puede ponerse como

bQ = a —Y2.

Intuitivamente los momentos respecto al origen son medidas de centra-
lizacién, indican alrededor de qué valores se concentran las observaciones,
mientras que los momentos respecto al centro son medidas de dispersion,
valores altos indican una mayor dispersién de las observaciones.

Proposicién 1.2.1

Dada una m.a.s. de tamano n de una poblacién X con momento de segundo
orden finito, se tiene que E[X| = p y V[X] = %2; siendo p = E[X] y
o? =V[X].

Demostracion:

ya que el segundo sumando es nulo. La hipétesis E[X?] < 400 es necesaria
para asegurar la existencia de p y o?.

Proposiciéon 1.2.2
Dada una m.a.s. de tamano n de una poblacién con momento poblacional
de cuarto orden finito, ay = E[X*] < +00, se tiene que

E[bz] = EUQ
1.2.1 " _
(1.2.1) Viby) = B 9Bu288 | 541353

n

donde f; es el momento poblacional de orden k respecto al centro, 8, =
E[(X —a1)k].



8 INFERENCIA ESTADISTICA

Demostracién: Solo se comprobard la primera expresiéon. Obsérvese
que

Elby] =

SHES

| BLX?) + B[X?) - 2B[X.X]|
=1

siendo inmediato el comprobar que

2 2 2 2
E[X?] = 02 4 2 E[X?] = HTW E[X,X] = HTW
Ahora es inmediato el comprobar que E[SQ] = 02, la esperanza de la

cuasi-varianza muestral S? dada por

(1.2.2) 52 = > (X - X)?

es la varianza poblacional.
|

En la Seccién 3.2 se verd la conveniencia de utilizar estadisticos mues-
trales que tengan de media el pardmetro que se pretende estimar. Los mo-
mentos muestrales, también pueden introducirse en el caso de muestras de
variables n dimensionales. Tan solo se va a abordar en este libro el caso de
poblaciones bivariantes. Asi, para una m.a.s. (z1,%1), ..., (n, Yn) se pueden
definir los momentos marginales respecto al origen

1< 1 <
(1.2.3) aro = — >t aok=—>y k>0
i=1 i=1

y los momentos muestrales marginales respecto al centro

1 —\k 1 - —\k
(1.24) by = ~ Z(azi —7) bor, = -~ Z(yi -7) k>0

i=1 i=1
pero esta vez se pueden definir ademds momentos cruzados, el més utilizado

€s

(1.2.5) b= = > (s~ T~ 7)

i=1

la, covarianza muestral y que también acostumbra a notarse como bgy. Se
define el coeficiente de correlacion muestral mediante

b
1.2.6 =
(1.2.6) T

donde b‘% = b20 y bz = bog.
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1.3. ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Antes de continuar con el estudio de los momentos, para inferir a partir
de ellos caracteristicas de la poblacién en estudio, se debe tener en cuenta
que también es posible no pasar de la etapa de obtencién de la muestra y
realizar tinicamente lo que se llama Fstadistica Descriptiva. Se entiende ésta
como el resumen de los datos, o en terminologia méas actual el Andlisis de
Datos. Estos procedimientos, muchos de los cuales incluyen representaciones
graficas, son ttiles para revelar la estructura de los datos, que frecuentemente
vendran escritos en columnas dentro de una pégina o registrados en una
salida de un ordenador.

Lo primero que se debe tener en cuenta es que, desde este punto de vista,
se debe empezar diferenciando entre variable cualitativa, cuando las observa-
ciones s6lo pueden clasificarse en categorias no numéricas, como por ejemplo
el grupo sanguineo, tipo de estudios, etc., y variables cuantitativas que son
las que toman valores numéricos, como ingresos, nimero de llamadas a una
centralita, altura, etc. De las primeras variables sélo se pueden hacer repre-
sentaciones gréficas, que permitan hacerse idea de la variable en estudio,
existiendo una gran variedad de representaciones; las més frecuentes suelen
ser el diagrama de rectdngulos y el diagrama de sectores.

Ejemplo 1.3.1

Se clasifica una coleccién de 155 coches, 85 europeos, 26 americanos y 44
japoneses, de acuerdo con el lugar de fabricacién. Estos datos pueden re-
presentarse griaficamente mediante el diagrama de rectdngulos y el diagrama
de sectores contenidos en la Figura 1.1

B8 8 8 8

—

(=]

Figura 1.1. Diagrama de rectdngulos y diagrama de sectores correspondientes
al Ejemplo 1.3.1.
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Las variables cuantitativas, por su parte, pueden clasificarse en discretas
y continuas, las primeras sélo pueden tomar una cantidad finita o numera-
ble de valores y las segundas pueden tomar cualquier valor en un intervalo
acotado o no. Con independencia de si la variable cuantitativas es discre-
ta o continua, y dependiendo basicamente del nimero de datos de que se
disponga, a veces conviene agrupar los n elementos observados en distintas
clases C1,Cs, ...,Cy, siendo x1,x9,..., T} los representantes de las clases y
ni,na,...,ny las frecuencias absolutas, esto es, el nimero de observaciones
dentro de cada clase. Se denota por fi, fo,..., fr a las frecuencias relativas

k k

dentro de cada clase, donde f; = n;/n, se verifica que Y . n;=ny >, fi =1

i=1 i=1
Alternativamente si el niimero de valores es grande se pueden construir las

clases, para llegar a la tabla de frecuencias.

Otro problema que hay que resolver es el decidir el nimero de clases
distintas a considerar, generalmente igual a /m.

También hay que tener presente que cuando los datos se observan pasan-
do antes por una tabla de frecuencias se pierde algo de la informacién que
se tiene cuando se consideran los datos directamente, a cambio se facilita el
manejo y la interpretacién de los mismos.

Al mismo tiempo se deben escoger los limites que definen los intervalos,
de forma que las clases sean de la misma longitud, al menos la mayor parte
de ellas, y de manera que cada observacién pueda ponerse con precisién en
una tnica clase.

Ejemplo 1.3.2
Los siguientes datos, tomados de McPherson (1990), recogen los niveles de
colesterol en sangre medidos en miligramos de 135 personas:

145 145 146 158 158 163 168 168 168 168 172 174 175
175 175 175 175 175 178 180 180 180 181 181 187 187
192 194 194 195 196 196 198 198 198 198 201 201 201
204 204 204 205 205 205 205 205 206 206 206 207 208
209 211 211 211 212 212 212 214 214 214 216 217 217
217 217 218 218 218 218 221 221 221 221 223 224 225
225 227 27r 227 227 228 230 235 235 235 236 237 238
238 239 241 242 242 243 243 245 245 245 247 248 252
253 253 253 254 254 254 256 256 257 257 261 262 266
267 267 268 268 268 268 273 274 278 283 284 285 289
292 294 296 300 345
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Estos datos se clasifican en 11 clases en la siguiente tabla de frecuencias:

Marcas de frecuencias
Clases clase frecuencias  relativas
130 — 150 140 3 0’022
150 — 170 160 7 0’052
170 — 190 180 16 0’118
190 — 210 200 27 0’200
210 — 230 220 32 0237
230 — 250 240 18 0’133
250 — 270 260 20 0’148
270 — 290 280 7 0’052
290 — 310 300 4 0’030
310 — 330 320 0 0’000
330 — 350 340 1 0’007

La tabla permite extraer consecuencias elementales de la coleccién de
datos, en primer lugar el inico dato contenido en la iltima clase, parece ser
inusual y puede deberse quizds a una errata de transcripcién, un tratamiento
estadistico de estas observaciones puede verse en la Seccién 8.4.4. En segundo
lugar, més de la mitad de los valores tienden a concentrarse sobre las 5 clases
mds bajas, por lo que la distribucién parece asimétrica.

]

Algunos autores reservan el nombre de wvariables estadisticas para las
colecciones de datos cuando no se hace referencia a la distribucién de pro-
babilidad poblacional sobre la que se quieren inferir resultados, no conside-
rdandose por lo tanto a éstos datos como una muestra. Aqui no se va a
establecer esta distincién.

1.3.1. Medidas de centralizacién

Una medida de centralizacién o localizacién indica el centro de una colec-
cién de nimeros. Si los nimeros provienen de diferentes medidas de la misma
cantidad una medida de localizacién se utiliza para conjeturar el valor de
esa cantidad. En otras situaciones la medida de localizacién representa un
resumen de la coleccién de nimeros, como cuando se dice, la nota media de
una clase en un examen es 6°5.

Ya se han visto una coleccién de medidas de localizacién, los momen-
tos muestrales respecto al origen incluidos en la Definicién 1.2.3, el que se
usa con mayor frecuencia es el primero T = a7 que cuando los datos estan
agrupados pasa a ser

k
=1
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La media muestral presenta el inconveniente de depender de todas las
observaciones y se ve muy afectada por los valores extremos. Por este motivo
se recurre a definir otras medidas de centralizacién que sean més robustas,
es decir menos vulnerables en el sentido antes citado.

Definicién 1.3.1.1 (mediana muestral)
Dada una coleccién finita de elementos la mediana muestral M es el valor
central, entendiendo como tal el valor M = T([2)+1) sin es impar y M =

1 .
5 (x(%) + x(%ﬂ)) Sl n es par.

Por [z] se entiende la parte entera de z y z(1) < ... < Ty es la muestra
ordenada.

Definicién 1.3.1.2 (media truncada)

Para una coleccién finita de elementos se llama media truncada de orden «
con 0 < a < 0’5, a la media T, de los elementos que quedan de quitar el
100a % maés bajo y el 100a % més alto de los mismos. Formalmente

1

To = o] Fnal+t) + o+ Tn—fna)))

Las medias truncadas més usadas son Ty y Tora-

Ejemplo 1.3.1.1
Para la coleccion de datos

35 69 72 77 79 79 84 8 86 87 95

la mediana muestral es M = 79 y la media truncada correspondiente a
a=02es
Too =+(72+ 77+ ... + 86)
8

1.3.2. Medidas de dispersién

Una medida de dispersién o escala indica lo alejados que estédn los datos
respecto a un valor central. Los momentos muestrales respecto al centro,
ver Definicién 1.2.3, son todos ellos medidas de dispersion. El més usado es
la cuasivarianza muestral, véase la Expresién 1.2.2, que cuando los datos
estdn agrupados toma la forma

2 1 . —\2
S = Z fi(:Ei — I‘)
=1

n—1+4

donde f; es la frecuencia relativa con que aparece el valor x;, es decir el
cociente entre el nimero de veces que aparece x; partido por el nimero total
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de observaciones n. La cuasivarianza muestral también presenta el inconve-
niente de ser muy sensible a errores en los datos; por lo que en homogeneidad
con las medidas de localizacién se recurre a definir otras medidas de disper-
sion.

Definicién 1.3.2.1 (cuantiles; recorrido intercuartilico)

Dada una coleccién finita de n ntimeros se llama cuantil muestral de orden p,
con p € (0, 1) al valor z entendiendo como tal el valor z(,,)4+1) si 7p no es un
numero entero y %(x(np) + x(np+1)) si np es un nimero entero. Los cuantiles
muestrales mas usados son la mediana que se corresponde con p = 1/2 (véase
la Definicién 1.3.1.1) y los tres cuartiles que se corresponden el primer cuartil
con p = 1/4, el segundo cuartil con p = 2/4 (coincide con la mediana), y el
tercer cuartil con p = 3/4. Se denomina recorrido intercuartilico muestral
(RIM), ala diferencia entre el tercer y primer cuartil muestrales de la misma
forma que se denomina recorrido intercuartilico poblacional a la diferencia
entre el tercer y primer cuartil poblacional.

Se recuerda que dada una funcién de distribucién F' se define cuantil
poblacional de orden p, al valor x, tal que se verifique

(1.3.2.1) Flzp,)>p v P{X>z}>1-p
o de forma equivalente
p< Fla,) < p+ P{X = ).

La definicién de cuantil muestral puede hacerse de la misma forma cam-
biando la funcién de distribucién poblacional por la funcién de distribucién
empirica, (véase la Definicién 1.4.1). Aqui se ha preferido dar una defini-
cién esencialmente idéntica, pero que cambie todo un intervalo por un tnico
valor, la semisuma de los extremos.

Definicién 1.3.2.2 (mediana de las desviaciones absolutas)

Dada la coleccién de n nimeros se llama mediana de las desviaciones abso-
lutas MDA, a la mediana de los nimeros |z; — M|, donde M es la mediana
muestral. Es también una medida robusta de dispersién en el sentido de que
no es demasiado sensible a observaciones erréneas o atipicas.

Ejemplo 1.3.2.1
Para la coleccién de datos

35 69 72 77 79 79 84 85 86 87 95

la cuasivarianza muestral es s> = 247'89, el primer cuartil es 72 el tercer
cuartil es 86, el recorrido intercuartilico (RIM) es 14, la mediana muestral
es 79 y la mediana de las desviaciones absolutas (MDA) es 7.
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1.3.3. Diagramas de tallos y hojas y de caja

Como ya se ha dicho, la representacién méas extendida de una coleccién
de datos es mediante la tabla de frecuencias, sin embargo existen otras re-
presentaciones adecuadas, que estdn a medio camino entre la representacién
numérica y grafica. Estas son el diagrama de tallos y hojas y el diagrama de
caja, principalmente. El diagrama de tallos y hojas se construye realizando
los siguientes pasos:

a) se redondea la coleccién de datos a dos o tres cifras

b) las cifras de orden superior determinan los tallos normal-
mente de una o dos cifras

¢) a continuacién se escribe una raya vertical y se pone la
cifra de las unidades de orden inferior que determina las hojas

asi los datos 1236, 1278 darfan lugar, redondeados a tres cifras, a 124, 128
ambos se corresponderfan con el tallo 12 y darfan lugar a las hojas 4 y 8 con
lo que su representacién en el diagrama serfa

12|48

Ejemplo 1.3.3.1
Para los datos

256 256 257 257 261 262 266 267 267
268 268 268 268 273 274 278 283 284

el diagrama de tallos y hojas correspondiente viene dado por

4 25| 6677
(13) 26 | 126778888
5 27| 348
2 28| 34

Siguiendo una practica usual se han incluido delante de los tallos las fre-
cuencias acumuladas hasta llegar al tallo que contiene a la mediana, que se
indica con paréntesis. Se observa que las hojas juegan graficamente el mismo
papel, que las frecuencias absolutas correspondientes a las clases en la tabla
de frecuencias, con la ventaja de que informan de los valores que realmente
toma la variable.

El diagrama de caja es también una representaciéon a medio camino entre
numeérica y gréafica y recoge la mediana, el recorrido intercuartilico, la pre-
sencia de posibles valores discordantes o atipicos, junto con una indicacién
de la posible asimetria de los datos. El diagrama de caja se construye de la
siguiente forma:
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a) se representan tres lineas horizontales correspondientes a la
mediana y al primer y al tercer cuartil, que dan lugar a la caja;
b) se trazan dos rectas horizontales, de menor tamafio que las
que delimitan la caja y que cubran las observaciones que queden
dentro del primer cuartil menos 1’5 RIM y del tercer cuartil mas
1’5 RIM;

¢) se representan por un punto las observaciones que quedan por
debajo del primer cuartil menos 1’5 RIM y por encima del tercer
cuartil mas 1’5 RIM si es que existen.

Los diagramas de caja no estdn estandarizados, la estructura que se
acaba de explicar es la més extendida con modificaciones minimas. Esta
representaciéon da una idea de donde se encuentra el centro de la coleccién,
mediante la mediana; de la dispersién de los datos, mediante el RIM; de la
asimetria de los mismos, mediante la distancia de los cuartiles a la mediana
y por ultimo informa de la posible existencia de observaciones discordantes,
o que desentonan demasiado con los restantes datos en el sentido establecido
en c).

Ejemplo 1.3.3.2

Para los datos del Ejemplo 1.3.2 el diagrama de caja estd recogido en la
Figura 1.3.3.1 los datos para su constuccién son: la mediana 218, el primer
cuartil 198 y el tercer cuartil 248. El dato atipico 345 ha dado lugar al

388
258

268

188

58

Figura 1.53.3.1. Diagrama de caja correspondiente al Ejemplo 1.3.5.2.

punto aislado por encima de las rectas horizontales. Se observa la ligera
asimetria de los puntos por encima de la mediana.
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1.4. PROPIEDADES ASINTOTICAS DE LOS MO-
MENTOS MUESTRALES

El objetivo de esta seccién es demostrar que los momentos muestrales
convergen casi seguro a sus correspondientes momentos poblacionales, lo
que justificard la utilizacién de los primeros para estimar los segundos en
una poblacién. La aproximacién serd entonces mayor cuanto mayor sea el
tamano muestral. Ademads se incluye la funcién de distribucién empirica.

Teorema 1.4.1
Si una poblacién tiene momentos de orden k, el momento muestral respecto
al origen de orden k, converge, casi seguro, al momento poblacional respecto
al origen de orden k

Qg i Q.

Demostracién: Basta ver que por la ley fuerte de Kintchine (Loéve
(1963) pag. 239) dada una sucesion de v.a. {Yy }nen con Efy;] = p < +00 se
sigue que

Y, =% p
donde YV, = 1 > Y;. El resultado se obtiene tomando Y; = XZ-’“.

n

Teorema 1.4.2
Si una poblacién tiene momentos de orden k, el momento muestral respecto
al centro de orden k, converge, casi seguro, al momento poblacional respecto
al centro de orden k

b =5 By

Demostracién: Si se tiene en cuenta que
k
b, = ap — <1>T ag—1+ ... + ¢

y que si {X,(f)}neN i=1,...p converge c.s. a XD y es g una funcién
continua de R? en R, entonces

g(x;l), sy 337(11))) =% g(x(l)a ) :L.(p))’

resultado que se demuestra ficilmente, ya que si se denota por fn =
(1) ®N ¥ — (v (») - s N
(Xn’, o Xn )y X =XW, ., XP) por X, — X P{lim X, =X}

n—oo

— —
1. Pero el suceso lim X,, = X estd contenido en el suceso lim g(X,,

X

. r—oo . n—0o0” " ) o

g(X) puesto que si lim X, = X aplicando g se sigue que g¢(lim X,) =
n— oo n—oo

n

4 . 7. 4 Z. <
g(X) y por ser g continua lim g(X,) = g( lim X,); luego
n—oo n—~oo

P{1m g(X,) = g(X)} =1

n—oo
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tomando como g la expresién para by y como X,(f) los momentos respecto al
origen al variar i, se obtiene que by, — B
|

También se puede probar la convergencia en ley de los momentos mues-
trales hacia la distribucién normal.

Teorema 1.4.3
Si la poblacién tiene momentos de orden 2k respecto al origen entonces se
tiene la siguiente convergencia en ley

ag — Qg

\/ ok — o

Demostracién: Basta utilizar el teorema central del limite, {Y,} con
v.a.ii.d. con momento de segundo orden y E[Y,] = pu VI[Y,] = 0? < +o0
entonces Y—;H\/T_L — Z ~ N(0,1). Se puede considerar entonces Y;, = X¥,
ap,=Y conloque p=ary 02:a2k—ai.
|

Vn £ Z ~ N(0,1).

La convergencia en ley de los momentos muestrales respecto al centro
queda recogida en el siguiente resultado:

Teorema 1.4.4
Si existe el momento poblacional respecto al origen de orden 2k entonces

/i br, — By, £, ZN(©0,1).
Vot — B2 — 2kBy_1 Br1 + k25318

Demostracién: Puede verse en Cramér (1973) pédg. 419 y se apoya en
el Lema 1.4.1 que tiene interés por si mismo por lo que se va a demostrar a
continuacién. Ademsds el siguiente resultado, que relaciona la convergencia
en ley con la convergencia en probabilidad, también serd de utilidad en el
estudio de convergencias a lo largo del texto.

Teorema 1.4.5 (Slutsky)

Si X, Lox y Y, — a entonces se tiene que
1) Yo X, -5 aX
) X, + Y, = X +a

Demostracién: puede verse en Bickel y Doksun(1977) pég. 461.

Lema 1.4.1

Si {a,} es una sucesién de constantes con lim a, = +0c0 y a es un nimero
n—oo

fijo, tal que an (X, — a) Lox , entonces para cualquier funcién g : R — R
con derivada continua y no nula en a, se tiene que

an(9(Xp) — g(a)) = ¢'(a) X
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Demostracién: Si se desarrolla g(X,) alrededor de g(a) en serie de
Taylor, se tiene

9(Xn) = g(a) + (X, — a)g'(ay,)

donde |a], — a|] < |X,, — a|. Ahora bien de las hipétesis se sigue que X, La

ya que si se considera X, —a = --[a,(X,, — a)] como la expresién entre

an
L

corchetes converge en ley a X y -~ — 0, por el Teorema de Slutsky se

tiene que X,, — a L. 0. Por tanto al, L. 4. Como an(9(Xyn) — g(a)) =
an(X, —a)g'(al) y la funcién ¢’ es continua en a, entonces ¢'(ay,) il J'(a)
por lo que aplicando otra vez el Teorema de Slutsky se obtiene el resultado
deseado.
|

Debido a su cardcter mds elemental, se incluye la obtencién de la dis-
tribucién asintética del momento muestral respecto al centro més sencillo:
la varianza muestral.

Teorema 1.4.6
Para m.a.s. de una poblacién con momento a4 finito, la distribucién limite

n —
de by = %Z(XZ — X)? es tal que
1

Demostracién: Se puede poner

b= =S (X (X =) == S (-7
i=1 i=1

donde las variables Y; = X; — p son independientes, tienen de media 0 y de
varianza 2. Como
1 & —2
by = — 2
=15y
=1
se tiene que
2 RS 2 2 2
Vn(by —0%) =/n ﬁZYl —0o° | —v/nY .
i=1

Pero
VY = @Yy VY =AY

Ccomo
VY 55 Z ~ N(0,0)
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-1/4 P, 0; luego por el Teorema de Slutsky,

(en virtud del Teorema 1.4.3) y n
/Y £, y por tanto converge también en probabilidad, con lo que su

cuadrado, \/572 converge en probabilidad hacia 0. Por el Teorema 1.4.3,
Vn lznjy?—a? L Z ~ N(0,\/By — o)
n P 1 ’ 4 ’
puesto que

2

_ VY] _ By—o*

E =0ty V

o

i=1

1 =0

n 2V
=1

Otra vez mas por el Teorema de Slutsky

Vi (%ZYf - 02> — VY 5 2~ N(0, /By — ).
=1

n n

Ejemplo 1.4.1
Si se sabe que

Vn(Z, —0) £ X

donde X ~ N(0,0(0)), lo que ocurre por ejemplo para Z, = X en una
poblacién con momento de orden 2 finito y media 6, entonces

Vi(9(Za) - g(0)) =Y

conY ~ N(0,]g(0)|o(0)), sin mds que exigir que g tenga derivada continua
y no nula en el punto 6.

Ejemplo 1.4.2 (estabilizacién de la varianza)

Dada una v.a., si se conoce la distribucién asintética de una funcién sencilla
de ella, como ocurre en el Ejemplo 1.4.1, se puede tratar de obtener una
funcién cuya varianza se independiente de 6. Por ejemplo, si X sigue una
distribucién de Poisson P(6), entonces, por el teorema central del limite

V(X -0) Lz

con Z ~ N(0,/8),
— c
Vi(g(X) —g(0)) =Y
con'Y ~ N(0,|¢'(8)|V8). Se trata de obtener una funcién g tal que v@g'(6)

no dependa de 6. Esto se consigue, por ejemplo, con g(6) = V8, pues
Vg (0) = 1. Por tanto g(X) = VX es tal que

\/ﬁ(\/f—\/?)iy

conY ~ N(0,1/2).
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Ejemplo 1.4.3

Para una poblaciéon de Bernoulli de pardmetro 6, la distribucién asintéti-
ca de \/57(1 — 7) puede calcularse, debidamente centrada, a partir de la
distribucién de X. Por el teorema central del limite se sabe que

Vi (X —60) =5 Z ~ N(0,\/6(1 - 6))

luego si se considera g(6) = (1 — 0) se sigue, aplicando el Lema 1.4.1, que

Va(X(1-X) - 0(1-0)) = Z e N(0,|1—20[/0(1— 0
u

Otro estadistico muestral importante es la funcion de distribucion em-
pirica o muestral.

Definicién 1.4.1 (distribucién empirica)
Dada una realizacién particular de una muestra (x1,...,2,) viene definida
mediante

0 si T < (1)
F;{(x) = % si (k) <z < T(k+1) k=1,...,n—1
1 si T 2> T

donde se recuerda que (:z?(l), ...,x(n)) es la muestra ordenada de menor a
mayor.

|
Alternativamene la funcién F}'(z) puede ponerse como
1 n
(1.4.1) Fi(0) = 5 D)
1=

Para todo x se verifica que F'(z) =% F(z), siendo F(x) la funcién de
distribucién de la poblacién. En efecto, haciendo

)/i = I(—oo,x] (xz)

se tiene que E[Y;] = F(z), V[Yi] = F(z)[l — F(z)] y F}(z) =Y. Aplicando
ahora la ley fuerte de los grandes nimeros se obtiene la convergencia c.s.
citada. Ademds, de la Expresién (1.4.1) se sigue, por el teorema central del
limite, que

Fule) ZF@) 2, 7 no, ).
Fz)[1 - F(x)]

La convergencia casi seguro puede refinarse aiin mas como indica el siguiente
teorema, que es llamado por algunos el teorema central de la estadistica.

Vn
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Teorema 1.4.7 ( Glivenko-Cantelli)

Si se tienen m.a.s. de tamano n de una poblacién X, con funcién de dis-
tribucién F(z), para cualquier nimero real positivo arbitrario ¢, se tiene
que

lim P {sup|F;(x) — F(z)| > e} =0.

Demostracién: La demostracién puede verse en Fisz (1963) pédg. 391.
|

Es importante senalar que en este teorema la probabilidad del primer
miembro estd obtenida a partir de la distribucién F'; por lo que serfa mas
correcto emplear la notacién Pr en lugar de P.

En virtud del Teorema 1.4.7 si se quiere determinar de forma aproximada
la funcién de distribucién, se puede obtener una m.a.s. de tamano n gande,
construir a partir de ella la funcién de distribucién empirica F}; y esperar
que F¥(z) sea una buena aproximacién de F'(z).

Ejemplo 1.4.4

Es inmediato, mediante un programa de ordenador, construir F,(0) a partir
de una m.a.s. de una poblacién N (0, 1). Por ejemplo, simulando una muestra
de 100 valores de la distribucién N(0,1) se observa que son 52 menores o
iguales que 0, por lo tanto es Fi5,(0) = 0,52. Es sabido que el valor de
la funcién de distribucién de la N(0,1) en el punto 0 es 0’5, por lo que la
aproximacion es bastante buena.

1.5. DISTRIBUCIONES EN EL MUESTREO ASO-
CIADAS A LA DISTRIBUCION NORMAL

El Teorema de Glivenko-Cantelli justifica de alguna manera, la susti-
tucién de los parametros desconocidos de la funcién de distribucién de la
poblacién, por sus caracteristicas andlogas calculadas a partir de la muestra.
Es por tanto interesante estudiar las distribuciones de los estadisticos mues-
trales cuando la poblacién de partida es conocida. Debido al papel central
de la distribucién normal en el Célculo de Probabilidades, se estudia a con-
tinuacién la distribucién de los momentos muestrales cuando la poblacién
es normal.

1.5.1. Distribucion de la media muestral

Dada una m.a.s. de tamano n de una poblacién X con distribucién
N(u, o), se sigue que la distribucion de la media muestral X es una N (u, %)
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En efecto, la funcién caracteristica de la media muestal es

ox(t) =Ele ZX] [%((%)]n:e(i%u—%%;t?)n

_ 10,2
_ ezt/,t t

que es la funcién caracteristica de la distribucién N (g, %)

1.5.2. Distribuciéon del momento muestral respecto al origen
de orden dos

Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién N(0,0) la distribucién de

n
1 2 i
=5 ; X; viene dada por

1 n n/2 __n_ n__
(1521) g(’y) 2“/2—I‘(ﬂ) <—> e 252yy2 1 con Yy Z 0.
2

Procediendo por pasos sucesivos, si X tiene distribucién N(0,1) la dis-
tribucién de X? es una gamma (a = %,p = %), ya que para y > 0

PIX? <y} = P{—5 < X < 7} = 28(\/§) — 1

con ® la funcién de distribucién de la v.a. N(0,1). Derivando respecto de y

Fx2(y) = o(Vy)y~ 12

donde ¢ es la funcién de densidad de la N(0, 1). Por tanto, la densidad de X?

_1, _1 ., e C e
es #e 2272, con x > 0. Como la funcién caracteristica de la distribucién

. _ n
Gamma (a,p) es (1—2L)™" se sigue que la distribucién de Z X2 cuando

X; se distribuye N(0,1), es una Gamma (a = %,p = %), es dec1r

1 _ly n_
(1.5.2.2) flz) = 2”/2—1“(%)6 302t con x> 0.

A una v.a. con esta densidad se la denomina variable aleatoria x?2, donde
el pardmetro n recibe el nombre de niumero de grados de libertad. Es facil
establecer (ver Ejercicio 1.9.14) que la media de la distribucién x2 es n
y que su varianza es 2n. En la Figura 1.5.2.1 pueden verse distintas re-
presentaciones de la funcién de densidad al variar el nimero de grados de
libertad.
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n=e

n=10

5 18 15 28

Figura 1.5.2.1. Funciones de densidad de la v.a. X% para n = 2,5, 10.

Se puede entonces introducir la siguiente distribucion.

Definicién 1.5.1 (distribucién x2)

Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién N(0,1) (X1,...,X,) lava. Y =
n

> X? tiene una distribucién x2 con n el nimero de grados de libertad, o

i=1
de forma equivalente cuando su funcién de densidad es

(1.5.2.2) fre(x) = 2’”/2—]?(%)67511‘2 con x>0

Al final del libro, en el Apéndice titulado Tablas, la Tabla 4 recoge cuan-
tiles ttiles de la distribucién x? para diferentes valores de n. A titulo de
ejemplo la probabilidad de que la distribucién X%4 tome un valor superior a
36'4 es 1 — 095 = (/05. La distribucién x2 puede generalizarse al caso en
que las variables X; sean independientes pero tengan distribucién N (u;,1)

n
con j; # 0. Ya que la funcién caracteristica de > X2 es
i=1

Ele &' =[..[e e =1 del...dmn

1-2it - Bi v NS A 1
T2 Z(l’j_1_2it) —ng 3 (1—1=5w)

_ 1 =
= Wffe J=t l’ldl’n
1-2it - Hj N2
(] —L - 2 (mi—1g)
= (275"/26 A 1—2it)f...fe i=1 dxy...dx,
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donde A = 3 3° u?. Como
1

o0

A1——L_ LN — _ N — J
(& ( 1*2“)(1 — 2'lt) n/2 =e )\(1 — QZt) n/2 20 j'(li—Q’lt)J
S /\j - n .
—e ) A(1—2it)"GH)

Jj=0

mediante el teorema de inversién de la funcién caracterfstica, (véase Loéve(1963)
pédg. 188), se obtiene la funcién de densidad, que resulta ser

f(z) =9z [12 e mp(t)dt

o0 .
_ J _z n
=2 e gt % com @20
P . _+J
7=0 2

(1.5.2.3)

densidad correspondiente a la v.a. X% no centrada con pardmetro de mo
n

centralidad A = % > M? y n ntmero de grados de libertad.
1

Para obtener la distribucién de otros momentos muestrales, se necesita
el siguiente resultado que recoge la distribucién de ciertas funciones de v.a.
normales.

Lema 1.5.1
Dada una m.a.s. de tamafio n (X1, ..., X;;) de una poblacién N(0, o), si se
construyen las v.a.

X1
Y, =X = (ciyy -y i) : i=1,...,p
Xn

donde p es menor que n, con che; =0;; (05, =1 si i=5 y 0&;=0 si

i#7),lav.a.
n p
sSSw
i=1 i=1

es tal que O—ZQ ~ X%fp, y ademds la v.a. Z es independiente de las variables
Yi,...,Y,.

Demostracién: Inicialmente se determinan n — p vectores mas ¢; de
dimensién n x 1 para i = p+ 1,...,n, que sigan cumpliendo la restricciéon
/o — ... 3 3 n
c;cj = 0;5; esto siempre es posible ya que se puede encontrar en R™ una base
ortonormal de n elementos cuyos p primeros vectores sean los vectores ¢;,
i =1,...,p. Se tiene entonces

Y; =X i=1,..,n
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o escrito matricialmente Y = CX. Es claro que E[Y;] = ¢E[X] = 0y
por ser las variables Y; combinaciones lineales de variables normales, tienen
distribucién normal de media 0, varianza o2 y son independientes, pues

n
CO’U(Y;',}/j) = 02 Zcikcjk = UZ(Sij-
k=1

Si ahora se expresa la variable aleatoria Z en funcién de las v.a. Y;

Z:X'X—zp:)gZ:Y’CC’ ZW ZYZ

=1 i=p+1

con lo que Z es independiente de Y7,...,Y, y ademds U—Zz, de acuerdo con la
Definicién 1.5.2.1, tiene distribucién x2_,.

Teorema 1.5.1 (Fisher)

Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién N (u, o) se tiene que by, momento
muestral respecto al centro de orden 2 y X, media muestral, son Variables
aleatorias independientes, ademéds X tiene distribucién N (u, \/—) y n

tiene distribucién x2_,

Demostraciéon: Basta observar que

by :é(x TP = L (Xi— = (X —p))?
= (X

Dado que Y; — p ~ N(0, o), se puede aplicar el Lema 1.5.2.1 con p =1,
X, —
A 1 t
1= \/ﬁ,“.7 \/’E

by

Xn— 1
y Z = nbs. Entonces n-% ~ X2_, es independiente de Y y, por tanto,
también de X. En deﬁmtlva, en m.a.s. de una poblaciéon N(u, o), la media
muestral X y la cuasivarianza muestral son v.a. independientes y ademéds
son conocidas sus distribuciones.

1.5.3. Distribucién del cociente entre la media muestral y el
momento respecto al origen de orden dos

Para encontrar la distribucién de este cociente es necesario introducir
la distribucién de Student, la segunda distribucién en el muestreo asociada
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a poblaciones normales. Se supone que X, Xi,..., X, son v.a. independi-
entes con distribucién N (0, 0), y se pretende encontrar la distribucién de la
variable

b

(1.5.3.1) Th =

S

X

3=

=1

Para determinar su funcién de densidad, se puede suponer que todas las
variables son N(0,1) ya que dividiendo por o numerador y denominador

Z Z
T=— = —

n
2.4
i=1

3=
SN

las v.a. Z; ~ N(0,1). Con ello las funciones de densidad de Z e Y, véase la
Expresién 1.5.2.2, son

flz)= e 2% para z € R,
V2T
TL% _na2
f(y):—2%’1F(ﬂ)e 2Vy" ! para y >0,
2

v la densidad conjunta de Z e Y es

f(z,y) = f(2)f(y)-

U =Y, cuyo jacobiano vale U, se obtiene
como densidad conjunta de Ty U

Haciendo el cambio T =

~IN

flt,u) = ke~ 3(EFnuyn para t€R u>0

donde k = n"/2/(2%F(%)F(%)) La densidad de T se obtiene como mar-
ginal mediante

+o0o

+o00 " )
f(t) = f(t,u)du = k/ e—g(t +n)u u"du
0 0

el cambio en la integral u? = x hace que ésta quede
+o00 +o0o 2
142 2 1  ntt n 1
/ ezt Hn)u u"du——/ e 2 g2 2dx
0 2 Jo
y mediante la expresién

+oo
/ e P dz = T'(p)a™P
0
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2 . .
con a = "Jgt yp=g+ %, se tiene que la integral vale

de donde

(1.5.3.2) ft) = =

Se llega asf a la siguiente definicién.

Definicién 1.5.3.1 (distribucién de Student)
Dadas las v.a. independientes X, X7, ..., X, con distribucién N(0,1) la v.a.

n
T, =X 1 5™ X2 tiene una distribucién 7, de Student con n grados de
i=1
libertad. De forma equivalente, una v.a. T, tiene esta distribucién, cuando
su funcién de densidad es

(1533 fn() = —t) AN
1.5.3.3 7.(t) = —————~ (1 + —) teR.
Vil (3)T (3) n
Es facil establecer (véase el Ejercicio 1.9.15) que la media de la distribu-
cién T;, es 0 y que la varianza es V[T,] = -5 sin > 2.

Figura 1.5.8.1. Funciones de densidad de la v.a. de Student para n = 5,10, 30.

En la Figura 1.5.3.1 pueden verse distintas representaciones de la funcién
de densidad (1.5.3.3), al variar el nimero de grados de libertad n. Al final
del libro en el Apéndice titulado Tablas, la Tabla 5 recoge cuantiles ttiles
de la distribucién T), para diferentes valores de n. A titulo de ejemplo, para
la T55 se pueden calcular dos valores, lo mds préximos posible, de manera
que sea 0'9 la probabilidad de que la v.a. Tos esté entre ellos. Por simetria
ha de ser

P{—t <Ths < t} =09
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o lo que es lo mismo
P{Ty; <t} =095

de donde estos valores son -1'708 y 1'708.

Si en (1.5.3.1) la variable X tiene una distribucién N(p,0) y las v.a.
restantes tienen distribucién N(0, ), entonces las v.a. T}, tiene la llamada
distribucién T}, de Student no central, su funcién de densidad puede verse
en Giri(1993) pdg. 202. Ademds, se observa que el denominador de la expre-
sién que define T}, es la raiz cuadrada de una variable con distribucién y2
dividida por su nimero de grados de libertad, mientras que el numerador
tiene distribucién N(0,1) e independiente de la variable x2. Esto permite
establecer el siguiente corolario.

Corolario 1.5.3.1

Para m.a.s. de tamano n de una poblacién N(u,o) la distribucién de la

variable .
X—p

S Vi

con S? la cuasivarianza muestral, es una distribucién de Student con n — 1
grados de libertad.

Ty 1=

Demostracién: La variable 7—;5\/5 tiene distribucién N(0,1) y la vari-

able (n — 1)5—; tiene distribucién X%_l como por el teorema de Fisher, ver
Teorema 1.5.2.1, ambas son independientes, se sigue el resultado.
|

Una segunda aplicacién de la distribucién de Student permite encontrar
la distribucién en el muestreo de ciertos estadisticos en distintas poblaciones
normales.

Corolario 1.5.3.2

Si (X1, ..., Xpm) es una m.a.s. de una poblacién N(uq,0) e (Y1,...,Y},) es una
m.a.s. de una poblacién N (uy,0) v ademds son independientes, entonces la
distribucién de

XY — (1 — )

(1.5.3.4) Toin—2 = ,
S/a et
donde
1

recibe el nombre de cuasivarianza muestral ponderada, con S? y S35 las
cuasivarianzas muestrales respectivas, y su distribucién es una T’ de Student
con n +m — 2 grados de libertad.
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Demostracién: La diferencia de medias muestrales X —Y se distribuye
N(py — pg, 04/ L + 1) tipificando esta variable se obtiene una distribucién
N(0,1). El Teorema de Fisher y la reproductividad de la distribucién x?

2 2
hace que (m — 1)% + (n— 1)% _se cﬂstribuya como una variable X2, o,
siendo ademds independiente de X — Y. Finalmente, de la Definicién 1.5.3.1
se sigue el resultado.
|

El razonamiento que se ha seguido es también aplicable aunque las
dos varianzas de las poblaciones sean diferentes, en este caso la Expresién
(1.5.3.4) depende de los valores J% y J%, hecho que serd de capital impor-
tancia mds adelante, véase la Seccién 4.3.

1.5.4. Distribucion del cociente de momentos de orden dos
respecto al origen.

Dadas dos m.a.s. (Xy,..., Xp,) e (Y1,...,Y,) independientes y con dis-
tribucién N(0, 1) se trata de calcular la funcién de densidad del cociente

1 f: X2
(1.5.4.1) Fpp = —=1

1 <= 2
m2u Yy
=1

()

m n
Como Y X? tiene de distribucién una x2, y 3" Y;? tiene una distribucién
i=1 =1
X%, notando por Fy,, = U/V se tiene que la funcién de densidad de U es

m% m m
f(u) = —g———u? te™2% para u>0
2> 1(3)

luego la funcién de densidad conjunta de U y V', dada su independencia es
f(u,v) = kus ~lys—lez(mntnv) para u > 0,v >0

siendo

m
2

|3

mz2mn

k:

m4n

272 I()l(3)
haciendo el cambio S = % yvT =V,conloque U =STyV =T, el
jacobiano es T' y se sigue que

n _ ms+nt
2

f(s,t) = k(st)z 'tze

con lo que si se utiliza que

m+n

/+ootm3—n_1e_7n82+ntdt_r<m+n> <m5+n>_ 2
0 2 2
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se obtiene que la funcién de densidad marginal de la variable S es

71(m3+n)7T+ para s> 0

(1542)  f(s) =

Este desarrollo induce la siguiente definicién.

Definicién 1.5.4.1 (distribucién de Snedecor)
Dadas las m.a.s. (X1, ..., X;) de una poblacién N(0,1) e (Y1,...,Y,) de una
poblacién N(0,1), si ambas muestras son independientes, la v.a.

tiene una distribucién F' de Snedecor con (m,n) grados de libertad, o de
forma equivalente, una v.a. tiene esta distribucién cuando su funcién de
densidad es

m % m+n
(1.5.42)  f(zx)= wx%_l <1 + %x) *  para x>0

=33
—~
B}
N—

=
—
3 [ro
SN—"

Es sencillo obtener (véase el Ejercicio 1.9.16) que la media de la v.a. Fy, 5,
es E[Fp, ] =n/(n—2) si n> 2y que la varianza es

2n2(m +n — 2)
m(n —2)2(n —4)

V [Fmnl =

si n > 4. En la Figura 1.5.4.1 pueden verse algunas representaciones de la
funcién de densidad de Snedecor con distintos grados de libertad.

De la definicién de la v.a. de Snedecor se sigue que si la distribucion de X
es una Fj, ,, entonces la distribucién de X 1 es una Fy m. Resultado 1til a
la hora de determinar los cuantiles de la distribucién de Snedecor. También
es facil comprobar que si la distribucién de la v.a. X es una T, de Student,
la distribucién de la v.a. X2 es la distribucién de Snedecor F1p.
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1 2 3 4

Figura 1.5.4.1. Funciones de densidad de las v.a. Fy, ,, de Snedecor.

Al final del libro, en el Apéndice titulado Tablas, la Tabla 6 recoge
los cuantiles de érdenes 0,95 y 0,975 de la distribucién Fj, , para diferentes
valores de m y n. Como utilizacién de la Tabla, si se quiere calcular para la
distribucién de Snedecor Fj 4 la probabilidad

P{F574 > 9} =1- P{F574 < 9}

sélo se podria acotar esta probabilidad, de acuerdo con la Figura 1.5.4.2, y
se sabria que estd entre 0025 =1 — 0’95 y 0/05 = 1 — 0'95.

Con el concurso de cualquier paquete estandar de estadistica se puede
aproximar esta probabilidad por 0'0268.

Si se quiere calcular la probabilidad

P{F54 <016}

se puede utilizar el hecho de que si X tiene distribucién de Snedecor Fi,
la variable aleatoria X ! tiene de distribucién F, m. Por lo tanto
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079735 =

Figura 1.5.4.2. Acotacion de la probabilidad P{Fs4 < 9}.

P{F5, <016} = P{Fys> 0161}
= P{F475 > 6/25}

Trabajando como antes, a partir de la Tabla de la Fy 5 sélo se obtiene
que
P{F,5 <519} =095 P{Fy5 < 7,39} = 0975.

Otra vez con el concurso informdtico puede verse que
P{Fy5 <6,25} = 0965
y la probabilidad deseada es
P{F5, <016} =1—0'935 = 0'035.

La distribucién de Snedecor no centrada, se obtiene como el cociente de
dos x? independientes entre sus grados de libertad respectivos, y cuando la
distribucién del numerador tnicamente es no centrada. La expresion de su
funcién de densidad puede verse, por ejemplo, en Giri (1993) pag. 203. Se
observa que en la definicién de la distribucién de Snedecor se puede partir
de poblaciones N(0, o), pues el valor de la varianza se simplifica al estar en
el numerador y el denomindador. Como aplicacién, se puede encontrar la
distribucién del cociente de cuasivarianzas muestrales.

Corolario 1.5.4.1

Si (X7, ..., Xin) es una m.a.s. de una poblacién N (uq,01) e (Y1,...,Y;,) es una
m.a.s. de una poblacién N(uq, 02) y ambas muestras son independientes, la
v.a.

2 2
Si o3

1.5.4.3 Frin-1=—=—
) TR
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donde S? y S2 son las cuasivarianzas muestrales respectivas, tiene una
distribucién de Snedecor con (m — 1,n — 1) grados de libertad.

1.6. ESTADISTICOS ORDENADOS

Como se ha visto, la funcién de distribucién empirica de la muestra F
converge casi seguro y uniformemente a la funcién de distribucién de la
poblacién F'. Es intuitivo por tanto, basarse en los estadisticos ordenados
X(1)s s X(n) Para conocer caracteristicas de ésta distribucién. Ademads ya se
ha dicho que existen estadisticos, que son funcién de los estadisticos mues-
trales y que dependen poco de observaciones muy grandes o muy pequenas.
Entre los estadisticos muestrales funcién de los estadisticos ordenados es im-
portante el recorrido muestral, R = X,y — X(1) que es también una medida
de la dispersion de la muestra y que por tanto cabe esperar que suministre
informacién de la dispersién de la poblacién. Ya se han definido la media-
na muestral, véase la Definicién 1.3.1.1, y los cuantiles muestrales, véase la
Definicion 1.3.2.1. Como los estadisticos ordenados son funciones de la mues-
tra y los valores muestrales son funciones de la funcién de distribucién de
la poblacién, cabe pensar que también los estadisticos muestrales permitan
estudiar caracteristicas de la poblacion.

1.6.1. Distribucién marginal del estadistico muestral de or-
den k

Cuando la distribucién de la poblacién es discreta, la distribucién del
estadistico X ;) puede verse en el Ejercicio 5.9.1. El siguiente teorema estudia
el caso en que la distribucién de la poblacién sea continua.

Teorema 1.6.1.1

La funcién de distribucién de Xy, el estadistico muestral ordenado de orden
k de una poblacién con funcién de distribucién continua F'(x) y funcién de
densidad f(z), viene dada por

n

(1.6.1.1) Fx,(y) = Z <7Z> (F(y)'(1 - F(y)™"

i=k

y su funcién de densidad

P (F(y) (1 - F) ()

(1.6.1.2) fxu () = & —Dl(tn—k)!

Demostracién: El suceso { X (1) < y} es equivalente al suceso {al menos
k valores muestrales son menores que y}, de donde se sigue la expresion
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(1.6.1.1). La funcién de densidad se obtiene derivando la funcién de dis-
tribucién:

n

Fxww = 2 [(DiF@) " fy)1 - Fy)"-

i=k

—(DE@) (n—i)(1 = Fy) " f(v)]

Si se cancelan términos y se tiene en cuenta que para ¢ = n en la Expre-
sién (1.6.1.1) no aparece el término en la potencia 1 — F(y), se obtiene el
enunciado.
|

Para demostrar el teorema anterior, se puede recurrir al siguiente razo-
namiento, més directo, que admite una facil generalizacién para obtener la
densidad conjunta de varios estadisticos ordenados. El razonamiento se basa
en la distribucién trinomial. De acuerdo con la definicién de derivada

Fx .\ (y+Ay)—Fx . (y)
() (k)

Ay—0 Ay
. Ply<X <y+Ay}
= 1 ————————— e
Aymo Ay
k-1 1 n-k
Y y+Ay ————

Figura 1.6.1.1. Imagen de la muestra para que el estadistico ordenado
sea compatible con Xy = y.

Por lo tanto, para que se dé el suceso {X(k) < y}, de acuerdo con la
Figura 1.6.1.1, ha de haber en la muestra k — 1 observaciones en el intervalo
(—00,y], una en el intervalo (y,y + Ay) y n— k observaciones en el intervalo
(y+ Ay, +00). Las probabilidades respectivas de los tres intervalos son F'(y),
Fy+Ay)— F(y) y 1 — F(y+ Ay); luego mediante la distribucién trinomial
se tiene

Ply < X <y+ Ay} =

n!

T k=D (n— k) (Fy)" " (F(y + Ay) — F(y)(1 - Fy + Ay))" "

si se dividen ambos miembros por Ay, se toman limites y se utiliza la con-
tinuidad de F| se obtiene que fx(k) (y) puede ponerse como (1.6.1.2).

Teorema 1.6.1.2
Si Z es X(1) el estadistico muestral ordenado de orden k, se nota por z; el
cuantil de orden p de la funcién de distribucién de la variable aleatoria, con
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k = [np], y si la funcién de distribucién de la poblacién tiene funcién de
densidad continua y estrictamente positiva en z,, se tiene que

" 1/2 .
(sr) 16t =) £ 2

con Z v.a. N(0,1).

Demostracién: Puesto que
n n . .
Py @) =3 ( ) (F()V (1~ F()"™,

si se aproxima la distribucién Binomial por la Normal correspondiente, se
puede aproximar Fx , () mediante

k—nF(x)
(1.6.1.3) 1= <\/np($)(1—F(x))>’

siendo @ la funcién de distribucién de la v.a. N(0,1). Por tanto

n 1/2
i { (p(l——p)> Flap) (X — 2p) < a} = P{X () < up}

o ([l ) o

y mediante (1.6.1.3)
Fi ) = 1= ®((p ~ Flp)) /[ Fy) (1~ Fu)]2)

donde

Si se toman limites cuando n tiende a infinito y se elimina la indetermi-
nacién por la regla de L’Hopital, se obtiene que dicho limite vale

—x _ »))1/2
oo (S ) =1 0000 =000

1.6.2. Distribucién conjunta de varios estadisticos ordenados

El razonamiento de la distribucién trinomial que se ha seguido para
encontrar la distribucién marginal del estadistico muestral de orden k, puede
generalizarse para hallar la distribucién conjunta de cualquier subconjunto
de r estadisticos muestrales ordenados

X(kl)v ...,X(kr) con 1<k <ky<..<k <n.
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La configuracién de la muestra puede verse en la Figura 1.6.2.1.

kl—]. k‘g—kl—l kr—k‘rfl—]. n—kT
Y1 Yoo Yr—1 Yr
k1 ko kr—1 kr

Figura 1.6.2.1. Configuracion muestral compatible con X..y=y1,...,X(,)=Yr-

Si se desprecian los infinitésimos, ya que van a desaparecer al tomar
limites, se puede utilizar la distribucién multinomial para obtener que la
funcién de densidad conjunta viene dada por

(1.6.2.1)
_ n! I
Py Wt ¥0) = e T o — T el W)

(F(ya) = F(y1)> M= L (F(yr) = F(yr—1)) =711 = F(y,))"
J@1)f(yr) con —oo <yp < ... <yp < 400

Esta expresién obviamente se convierte en (1.6.1.2) cuando s6lo hay un
estadistico ordenado, ademds toma la forma siguiente cuando el subconjunto
incluye a todos los estadisticos ordenados.

(1.6.2.2)
IX0yeX oy W15 s Yn) = 0L f(y1).. f(yn) para —oo <y1 < yp < .o Sy < 400

Ejemplo 1.6.2.1
Dada una m.a.s. de una poblacién Uniforme(0,1), usando la Expresién
(1.6.1.2) se obtiene que la funcién de densidad del estadistico ordenado mues-
tral de orden k es

n!

ot -yt para ye(0,1)

fX(k) (y) =
que corresponde a una distribucién Beta(k,n—k+1). Ademas la funcién de
densidad conjunta del minimo y del méximo es, segtin la Expresion (1.6.2.1),

2

Ixay X W yn) =n(n—1)(yn —y1)" " para0 <y <yp <1

y la funcién de densidad conjunta de la muestra ordenada es, de acuerdo
con la Expresién (1.6.2.2),

IX@ye Xy W15 yn) =nl - para 0<y <. <y, <1
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La distribucién del rango o recorrido muestral, B = X(,) — X(1), puede
calcularse a partir de la expresién (1.6.2.1). La densidad conjunta de X(yy y
X(n) €8

FX Xy W15 4n) = n(n = 1D)(F(yn) — F(y2))" " f (1) f (yn)

para —oo < Yy < Yn < +00. Haciendo el cambio, R=vy, —y1 ¥y S = yn, se
obtiene

frs(r,s) = n(n—1)(F(z)—F(s—r)"2f(s—r)f(s) para r>0,s€cR,

de donde la distribucién marginal del recorrido R es
(1.6.2.3)
+00
fr(r)=n(n-1) / (F(s) = F(s—7)"2f(s—r)f(s)ds para 7 >0.

—00

Ejemplo 1.6.2.2
Para m.a.s. de una poblacion Uniforme(0,1), la funcién de densidad del
recorrido muestral R = X(,) — X(1) es

(n—1) frl r"2ds
(n—1)r"2(1—7r) para 0<r<1

1.6.3. Recubrimientos

Se introduce el concepto de recubrimiento para su utilizacién en aplica-
ciones posteriores, relacionadas con la inferencia no paramétrica. La idea es
estudiar la probabilidad que la distribucién de la poblacién asigna a distin-
tos intervalos, mas concretamente. Dado el estadistico muestral ordenado
X(1)y -y X(n), s€ llaman recubrimientos a los estadisticos C;, i = 1,...,n
definidos mediante:

Véase la Figura 1.6.3.1. La suma de recubrimientos permite calcular el
valor de la funcién de distribucién en los distintos estadisticos ordenados.
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X1 %z %3 a1y Tin)

Figura 1.6.3.1. Representacion de los recubrimientos.

Es claro que la funcién de densidad conjunta de F'(X(y)), ..., F'(X)),
cuando F' es continua, es

fF(X(l))7'~-7F(X(n))(u17 cotp)=nl s 0<u; <ug<..<u,<l1

ya que la variable U = F(X) tiene distribucién Uniforme(0,1) pues U =
F(X) pertenece al intervalo [0,1] y

P{U <u} =P{F(X)<u}
— P{X < Fl(u)
= FF1(u)

=Uu

y la tinica v.a. que tiene como funcién de distribucién Q(u) = u es la vari-
able Uniforme(0,1). Para el cdlculo de la distribucién conjunta de los n
recubrimientos, como

F(X@) =G
F(X(g)) =C1+Cy

F(Xp)=C1+Co+ ... +C,

y el jacobiano de esta transformacién vale 1, se sigue que

n
(1.6.3.1) for.cnler, ) =nl si >0y Y a<l.
=1

Si ahora se quiere hallar la funcién de densidad de la suma de un nimero
arbitrario de r recubrimientos C;, +...+C;, , debido a la simetria de (1.6.3.1)
bastard encontrar la distribucion de C1 + ... + C; = F(X,)). La funcién de
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densidad fc; +..+c;, (y) coincide con fr(x,)(y) ¥, por la expresién (1.6.1.2),
se sigue que

fertvc, (y) = #én_r)!yrl(l —y)" " o(y)-

En particular, la funcién de densidad del recubrimiento C; es la misma
para cualquier ¢ y vale

(1.6.1.3) fety) =n(l—y)" o).

Se trata de una distribucién Beta(1,n). Como es E[C;] = n+r1, se con-
cluye que los recubrimientos se reparten con densidad dada por la expresién

(1.6.1.3) y su amplitud esperada vale n+r1 , lo mismo para todos ellos.

1.7. VARIABLES ALEATORIAS INTERCAMBIA-
BLES

Como ya se ha dicho, la Inferencia Estadistica permite modelizar la in-
certidumbre ayudada por el modelo de probabilidad del que se supone que
provienen los datos que se estdn analizando. Como consecuencia de este pro-
ceso hay que determinar a partir de los datos disponibles el valor de ciertos
pardmetros, que van a caracterizar la poblacién con la que se estd trabajan-
do. M4s adelante, Seccion 8.2.1. se aprenderd a verificar si el modelo que se
ha supuesto puede considerarse como correcto, o si por el contrario deberia
ser cambiado. Se puede pensar que la manera de ajustar el modelo, es siem-
pre a través de una muestra aleatoria simple, sin embargo existen otros tipos
de muestras que permiten modelizar la incertidumbre que aparece en los ex-
perimentos con los que trata la Estadistica. Al estudio de tales nociones se
va a dedicar esta seccién. Supdéngase para fijar ideas que se observa repeti-
das veces una poblacién X v.a. discreta. Si la muestra es aleatoria simple
de tamano n, se tiene que para cualquier m < n

P{Xm+1 = Tty e Xn = xnIXl = X1y X = xm} =

1.7.1
( ) :P{Xm+1:xm+1a--~,Xn:$n}

ya que por ser independientes las componentes de la muestra

n
P{Xmi1 = Timp1, o0 Xn = n, X1 = 21,000, Xon = wn} = [[ P{X = 2}
=1

m
P{Xi=x1,. ., X =2pm} = HP{X = ;).
i=1
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Sin embargo (1.7.1) no parece intuitivo, ya que dice que no se aprende
de la experiencia pasada hasta m. La nocién de aleatoriedad parece mejor
capturada si se dice que P{X; = z1,..., X;, = z,} no depende de como se
ordenen las n variables aleatorias. Esta idea, méds bien de simetria que de
dependencia, es la que pretende recoger la siguiente definicién.

Definicién 1.7.1 (v.a. intercambiables)
La coleccién de v.a. X1, ..., X,, se dice intercambiable si su distribucién con-
junta verifica

P{X] <Z1y e, Xn < xn} = P{Xl < T (1), ey X < xr(n)}

para cualquier permutacién de los n indices. Esto equivale, si existe funcién
de densidad, a que

F(@1, s ) = F@r 1y o T

y, si existe funcién de masa, a que
P(T15 s Tn) = P(Ty(1)s +os Tp(n))-

Ejemplo 1.7.1 (tiradas de una chincheta)

Se considera una muestra, en las mismas condiciones siempre, de tiradas
de una chincheta, y se hace X; = 1 si en la tirada i-ésima la punta queda
arriba y X; = 0 en caso contrario. En esta situacién el orden es irrelevante
y la sucesién de unos y ceros zy, ...., T, es intercambiable en el sentido de la
Definicién 1.7.1. Si por el contrario se tiran alternativamente una chincheta
y una moneda y si al tirar la moneda se hace X; = 1 si sale caray X; = 0 en
caso contrario, la sucesién xj....xg, de unos y ceros no serd intercambiable,
y s que lo serd la sucesién de las tiradas impares (correspondiente a la
chincheta) entre si y la sucesion de las tiradas pares (correspondientes a la
moneda).

[ |
Desde luego es evidente que si la muestra (Xq, ...., X;,) es aleatoria simple,
la coleccién de las n variables aleatorias es intercambiable.

n

f(z1, . ymy) = Hf(xz)

=1
=1 =1

va que todas las densidades son iguales a la densidad de la poblacién. El
concepto de intercambiabilidad es méds débil, por tanto, que el concepto de
independencia. Ambos conceptos no son equivalentes, como pone de mani-
fiesto el siguiente contraejemplo.
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Ejemplo 1.7.2
Supongamos tres v.a. X1, X2, X3 cada una de las cuales puede tomar el valor
0 o el valor 1 con funcién de masa definida mediante

P{X;1=0,Xo=1,X35=1} =P{X;=1,X2=0,X3=1}
=P{X1=1,X2=1,X3=0}
_1
=1
Cualquier otra combinacién de valores tiene probabilidad cero, tanto
de las tres en bloque como de dos o de una de las variables. Es evidente
que la coleccién {X7, Xo, X3} es intercambiable pero las variables no son
independientes, ya que

1
P{X1=0X=1X3=1} =

pero
P{X; = 0}P{X, = 1}P{X3 =1} = 0.

Es m4s, puede probarse que la sucesién no se puede extender a una
cuarta v.a. X4 que tome el valor cero o uno, de manera que la coleccién
{X1, X9, X3, X4} sea intercambiable, véase el Ejercicio 1.9.21.

|

El desarrollo en profundidad del concepto de intercambiabilidad se sale
fuera del ambito de un curso introductorio como éste, pero se recoge el si-
guiente teorema, sin demostracién, para que se tenga un mejor conocimiento
de su significado.

Teorema 1.7.1 (representacién de v.a. intercambiables 0-1)

Dada una coleccién de v.a. intercambiables que toman los valores 0 6 1,
existe una funcién de distribucién Q(6) tal que la funcion de masa P{X; =
X1y ..oy Xp = Tp } puede ponerse como

(1.7.2) P{X1 =Xy, Xp = :L‘n} = /01 Hgl‘i(l — 9)179]1'(1@(0).
=1

La demostracién puede verse en Sudderth (1976).
|

Interesa enfatizar el significado intuitivo del teorema, que estd diciendo
que si la muestra es de v.a. intercambiables con valores 0 6 1, se puede mod-
elizar de manera que las v.a. X;|0 sean independientes y con distribucién de
Bernoulli(0); y el valor de 6 se puede suponer obtenido mediante una fun-
cién de distribucién, légicamente en el intervalo [0, 1]. Es decir que si en una
determinada situacién préctica, existe incertidumbre sobre variables aleato-
rias que toman valores 0 6 1 y las variables son intercambiables, entonces se
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puede suponer que se estd trabajando con una distribucién de probabilidad
de la forma

1 n
P{X| =21, ... Xp=an} = /0 [0 —0)' == (6)d(6),
=1

siendo 7(#) una densidad en el intervalo [0, 1], es decir, una funcién positiva

tal que
1
/ w(0)df = 1.
0

La nocién de v.a. intercambiables, fué introducida por De Finetti (1972)
y es central en la aproximacién a la inferencia que recibe el nombre de
inferencia bayesiana. El siguiente ejemplo, pone de manifiesto la diferencia
entre independencia e intercambiabilidad en el contexto de v.a. cero-uno.

Ejemplo 1.7.3
La coleccién de v.a. X;|6 son i.i.d. con distribucién X;|0 ~ Bernoulli(f) y 6
es una v.a. con distribucién uniforme en el intervalo (0,1) 6 ~ U(0,1). Las
v.a. Xq,..., X, son intercambiables y sin embargo no son independientes,
con lo que la coleccién (X7, ..., X;,) no es una m.a.s.

En efecto, por el teorema de la probabilidad total en su versién continua

1
P{Xl =1, ,Xn = $n} = / P{Xl =1, ,Xn = $n|9}d9
0

por ser X;|0 independientes y con distribucién de Bernoulli(6)

1 n . o n .
P{Xlle,...,anxn}:/ 2
0

Finalmente, por la definicién de la funcién Beta
Zn:a?i ’I’L—Xn: T n n
T (1-60) T df =DBeta(d xi+1l,n—> x;+1)
_ t!(nft)ll !
= 1!

1
Jo®

n
siendo t = ) z;. Por lo tanto las v.a. X1, ..., X, son intercambiables.
i=1
Por otro lado
P{X; =} = [ 6%(1—0)'"*db

- 2

y evidentemente

(t+1)! #11 2

luego las variables X; no son independientes.
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1.8. APROXIMACION HISTORICA

Inicialmente la utilidad de la estadistica era unicamente descriptiva.
Su objetivo era ordenar datos y representarlos mediante tablas y gréficos.
Quizds uno de los primeros en usar representaciones de distribuciones de
frecuencias en un par de ejes coordenados fué D’Alembert (1728-1777). La
utilizacién sistemética de estas representaciones de datos en tablas de fre-
cuencias, hubo de esperar hasta Quetelet (1796-1874), a quien también se le
debe el término momento.

La representacién grédfica en forma de nubes de puntos se debe a los
estudios relacionados con la astronomia. El primer recurso a observaciones
numerosas de una misma magnitud, aparece en la obra de Tycho Brahe
(1546-1601), quien al estudiar un conjunto de datos sobre el movimiento de
los planetas recurre por primera vez a la media aritmética para eliminar los
errores de las observaciones. No todos los investigadores se mostraron par-
tidarios de esta manera de proceder. Uno de los defensores de la utilizacién
de la media aritmética, y que calculé su distribucién bajo normalidad,
fue Simpson en 1755. En esta misma época es introducida la mediana por
Boscovich, su contribucién puede verse en Sheynin (1973). La desviacién
tipica fué introducida por Karl Pearson (1857-1936) en 1892 y la varianza,
aunque como momento ya era conocida, no fué utilizada con tal nombre
hata 1918 por Fisher (1890-1962), quien la introduce en un trabajo sobre
genética.

En cuanto a la historia de la utilizacion de los estadisticos ordenados, es
Laplace (1749-1827) quien, en 1818, en su Teoria Analitica de las Proba-
bilidades las emplea por primera vez, al relacionarlos con la estimacién de
pardmetros en un modelo lineal. Galton en 1875 estudia la distribucién de
la mediana muestral bajo normalidad. Edgeworth obtiene la distribucién de
la mediana cuando la poblacién tiene colas méds altas que la distribucién
normal. Asi, estos estudios se encauzan hacia la robustez, en el sentido de
utilizar caracteristicas muestrales cuya distribucién con el muestreo no se
vea demasiado afectada si dejan de cumplirse las suposiciones de normali-
dad. Comentarios relacionados con estos aspectos pueden verse en el capitulo
dedicado a la inferencia no paramétrica.

La distribucién x? fué introducida por Karl Pearson alrededor de 1900,
al estudiar el problema de ajuste entre una distribucién poblacional y unos
datos muestrales. En 1904, la generalizacién de este problema al caso en
que existan pardmetros desconocidos en la distribucién, dié lugar a que
William Sealy Gosset (1876-1937) introdujera la distribucién de Student, ast
llamada por ser Student el pseudénimo utilizado por Gosset para comunicar
los resultados de sus investigaciones con muestras pequenas, pues la empresa
de elaboracion de cerveza en la que trabajaba impedia la divulgacién de los
resultados obtenidos por sus empleados.

Snedecor (1881-1974), estadistico estadounidense, introdujo la distribu-
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cién que lleva su nombre alrededor de 1907. Snedecor trabajé en el labora-
torio de estadistica del University College fundado por Karl Pearson, junto
a Student y Fisher. En agradecimiento a la importante aportacién de Fisher
a la Inferencia Estadistica, Snedecor le dedicé la distribucién del cociente de
distribuciones x? y la denoté mediante la letra F.

1.9. EJERCICIOS

1.9.1
Sea X una poblacién de Bernoulli(1/2) y se consideran todas las m.a.s.
posibles de tamafo 3. Para cada muestra calciilense X y S?, la media y la
cuasivarianza muestrales y determinense sus distribuciones en el muestreo.

1.9.2
De una poblacién con media 6 desconocida y varianza 1, se toma una m.a.s.
de tamano n. ;Cudl debe ser éste para que la media muestral diste en valor
absoluto de la media de la poblacién menos que 0’5, con una probabilidad
mayor o igual que 0’957

1.9.3
Para los datos del Ejemplo 1.3.2
a) Constriyase un histograma de frecuencias.
b) Constriyase un diagrama de tallos y hojas.
c¢) Obténgase la media y la mediana.
d) Determinese el recorrido intercuartilico.

1.94
Los caudales horarios en m? por segundo de dos crecidas del rio Ebro en la
localidad de Sobrén han sido:

crecida 1

28 29 29 29 29 30 31 32 33 34 38 41
49 64 80 107 139 153 168 183 194 205 220 232
243 258 270 280 290 301 318 324 333 343 354 374
397 406 418 424 424 412 391

crecida 2
26 27 28 29 31 35 40 46 52 58 68 70
71 73 T4 75 76 78 79 81 84 88 92 100

105 109 110 107 104 100 98 95 89 8 80 77
73 70 68 68 66 64 62 61 61 60 60 60

Construiyase el diagrama de caja de cada crecida.

1.9.5
Sean (Xji,...,X,)e (Y1,...,Y,) dos m.a.s. independientes de dos poblaciones
N(0,4) y N(1,3). Calctilese P{X >Y}.
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1.9.6
Dada una m.a.s. de tamano n, calcilese la distribucién de la media muestral
X, cuando la poblacién es:
a) de Bernoulli.
b) Gamma.
c¢) Exponencial.
d) De Cauchy.

1.9.7
Sea (Xi,...,X,) una m.a.s. de una poblacién N(u,0) vy Xp4+1 una v.a.
N(u, o) independiente de la muestra anterior. Calcilese la distribucién de

la v.a.
Yy — n A)(77I+]_*A)(7
n+1 S

siendo S? la cuasivarianza muestral.

1.9.8
Una coleccién consiste en cuatro elementos numerados 1,2,3 y 4. Se ex-
traen dos elementos sin reemplazamiento y se nota por (X1, Xs) los valores
obtenidos. Se pide:
a) Distribucién conjunta de (X (1), X(2))-
b) Distribucién de la media muestral X.

1.9.9
Sea (X1, ..., X;,) una m.a.s. de una poblacién de Bernoulli(f). Obténgase la
distribucién en el muestreo de la cuasivarianza muestral S2.

1.9.10
Demuéstrese que dada una m.a.s. (X1, ..., X;;) de una poblacién N(u, o), las
v.a. X v X; — X son independientes para todo i.

1.9.11
Sea (Xi, ..., Xg) una m.a.s. de una poblacién N(0,1). Se definen las v.a.

Vi = (X1 + Xo + X3)2 + (X4 + X5 + Xe)?
B X1+ Xo

T V/XZ X2t X2

Determinense dos valores k1 y ko tales que

P{Y1 >k} = P{Yy > kp} = 0L
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1.9.12
Dada una m.a.s. (X3, ..., X;) de una poblacién N(u, o) se construyen

k
Xp=1) X Xk = 7% ZX

i=1 i=kt1
k n

St=rr ) (X —Xw)? Sl =y D (X=X’
i=1 i=k+1

Calcilese la distribucién de las v.a.:
A)[(k=1)S;+(n—k—-1)S2, ] /0°

n—
b)SE/ S
1.9.13

Dada una sucesién {X,,} de v.a. independientes con distribucién N(0,1) y
un entero positivo k, se define

- (3) /G 5)

L 1
Fo,, —— =X
T m— o0 k

Pruébese que

donde X ~ x3.

1.9.14
Pruébese que para todo z € R la funcién de distribucién empirica Fy(z)
converge en probabilidad a la funcién de distribucién de la poblacién F(x).

1.9.15
Dadas dos m.a.s. independientes (X7, ..., X;,) de una poblacién N(uq,0) e
(Y1,...,Y,,) de una poblacién N (ug, o) respectivamente y dos nimeros reales
a'y p, héllese la distribucién de la v.a.

(X —py) + B — pio)

2 32 ’
Sp\/%JVT

((m—1)SF + (n —1)53)

siendo 52 y 52 las cuasivarianzas muestrales.
y 1Y P2

7 =

donde

1
[ L —
Pm4+n—2

1.9.16
Demuéstrese que si X tiene distribucién y2, entonces

EX]=n VIX]=2n.
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1.9.17
Demuéstrese que si X tiene distribucién de Student 7;, con n grados de
libertad, entonces si n > 2

1.9.18
Demuéstrese que si X es una v.a. con distribucién de Snedecor F,, , en-
tonces si n > 4

n2 m-r+n—
ElX]=3%  VIX]=Z et

1.9.19
Demuéstrese que para una m.a.s. de tamano n de una poblacién con dis-
tribucién discreta dada por la funcién de masa

la distribucién del estadistico ordenado X(x) es discreta y viene dada por

PO <o) =3 () (P - Pl
=k
PO =3 () [F @V = F)™ = (Pl (- Fae) ]

Jj=k

1.9.20
La duracién media de una m.a.s. de 10 bombillas de una poblacién de
desviacién tipica 425 horas, fué de 1327 horas. Una m.a.s. independiente
de la anterior de tamano 6 de una poblacién con desviacién tipica de 375
horas, arrojé una duracién media muestral de 1215 horas. Si las medias de
las dos poblaciones se suponen iguales, jqué probabilidad tiene el obtener
una desviacién en las medias muestrales menor que la que se ha obtenido?

1.9.21
Dadas las v.a. X1, Xo y X3 que toman los valores cero o uno, se define la
distribucién de probabilidad

P{X;=x;}=0 si z;=0,1 i=1,2,3
P{Xizxi,Xj:Z‘j}ZO si mi,szo,l i,j:1,2,3

P{X;1=0,Xo=1,X3=1} =P{X;=1,X2=0,X3=1}
=P{X1=1,X2=1,X3=0}
_ 1
=1
Demuéstrese que la distribucién de probabilidad no puede extenderse
a una cuarta v.a. X4 que tome los valores cero o uno, de manera que la

coleccion X, Xo, X3, X4 sea intercambiable.
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1.10. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

1.10.1
La distribucién muestral queda recogida en la siguiente tabla

muestras T s2 =13 u; — 372 P
11 1 1 0 1/8
1 1 0 2/3 1/3 1/8
1 0 1 2/3 1/3 1/8
0 1 1 2/3 1/3 1/8
1 0 0 1/3 1/3 1/8
0 1 0 1/3 1/3 1/8
0 0 1 1/3 1/3 1/8
0 0 O 0 0 1/8
por lo tanto
| 0o 1/3 2/3 1 2 0 1/3

P[1/8 3/8 3/8 1/8 P |1/4 3/4

1.10.2
De acuerdo con la desigualdad de Tchebycheft

1
P{IX — B[X] > kD[X]} <
si se aplica con X, E[X| =60 y D[X]|= % se pretende que

P{X -0 <05} > 095

o lo que es lo mismo
P{|X — 0] > 0’5} <005

de donde & =005 y

7z = % = (0’5 de manera que n ha de ser por lo menos
80.
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1.10.3
a)

1

140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340

Figura 1.10.1. Histograma correspondiente al Ejercicio 1.10.3.

b) Si se toman dos cifras significativas para los tallos, se obtiene el siguiente

diagrama de tallos y hojas

3
5
10
19
26
36

(71)
64
51
42
33
22
13
10

6
3
1

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
34

556

88

38888

245555558

0001177
2445668888
11144455555666789
111222444677778888
1111345577778
055567889
122335578
23334456677
126778888

348

3459

246

01

5

Se puede repetir, redondeando los datos a dos cifras, la de orden superior
para los tallos y la de orden inferior para las hojas.

c¢) La media T = 135 y la mediana, al ser un nimero impar de observa-
clones, viene dada por zgg) = 218.
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d) El primer cuartil es x(34) = 198 y el tercer cuartil T(102) = 248. Por
lo que el RIM= 50.

1.104
Para construir el diagrama de cajas correspondiente a la crecida 1, de acuer-
do con la Seccién 1.3.3, el cuartil de orden 1/4 es z(12) = 41, el cuar-

til de orden 3/4 es w(34) = 343 y la mediana es w(y4) = 232. El primer
cuartil menos 1’5 RIM es —412 luego por ese lado no hay observaciones
atipicas y la recta horizontal izquierda se situa en x(;) = 28, de forma
andloga 343 + 1'5RIM es 795 luego la recta horizontal derecha se colo-
ca en z(45) = 424. Procediendo de manera andloga con la crecida 2 el
cuartil de orden 1/4 es 1/2(yu12) + yai3)) = 1/2(60 + 60) = 60 el cuar-
til de orden 3/4 es 1/2(yag) + yo7)) = 1/2(85 + 88) y la mediana es
1/2(y(24) Y (25)) = 1/2(71473) = 72. La cota inferior es 60—1'5-26'5 = 2025
luego el valor minimo del diagrama es y;) = 26 y la cota superior es
86'5+1'5-26'5 = 126'25 luego el valor maximo del diagrama es y(45) = 110,
en esta crecida tampoco hay observaciones atipicas.

soo

400

300

200

=

cracida 1 cracida 2

Figura 1.10.2. Representacion de los diagramas de cajas del Ejercicio 1.10.4.

Si se representan los dos diagramas se obtiene la Figura 1.10.2 en la que
se observa que la crecida 1 es asimétrica con méds valores por debajo de la
mediana que por encima, mientras que los valores de la crecida 2 son més
homogéneos y simétricos.

1.10.5

Como X -Y ~N (—1,\/% + %) = N(—1,1) se sigue que

PIX>Y}=P(X-Y>0}=P{X-Y+1>1}=P{Z>1}
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donde Z ~ N(0,1), y de las tablas de la distribucién normal se obtiene que
dicha probabilidad es 0/1587.

1.10.6

n
a) Para la distribucién de Bernoulli(#), como . X; ~ Binomial(n,8),
i=1

P{X = 1|0} = P{% éx - P{éXi ot}

- <">0t(1 _opran g0l g
n

nt

b) Mediante la funcién caracteristica

se sigue que

-2

que es la fucién caracteristica de la distribucién Gamma(na,np) y por tanto
ésta es la distribucién de X.

¢) Es un caso particular del anterior ya que X ~ FExponencial(f) =
Gamma(0,1) luego X ~ Gamma(nd,n).

d) Si X ~ Cauchy(0,0), es decir

07—
- <m - e> ] |
o

eitd o—ltlo

Flalh, o) = —

con funcién caracteristica px(t) =

ox(0) = [ox (£)] = et

luego curiosamente, X ~ Cauchy(0, o).

, entonces

1.10.7
La distribucién de X, ;1 — X ~ N(0,04/2) luego la variable tipificada

n
M -2 ~ N(0,1). Por otro lado de acuerdo con el teorema de Fisher,

teorema 1.4.2.1, (n— 1)5—3 ~ X%—p de donde al ser esta v.a. independiente de
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la anterior, mediante la definicién de la distribucién de Student, definiciéon
1.4.3.1, se tiene
Xn+1 — 7 n
S ntl

n—1-

1.10.8
a) Mediante enumeracion se sigue que P{X; = x1, Xo = 22} = 1—12 y por
lo tanto P{X(1) = (1), X(2) = T(2)} = % ya que hay dos parejas (x1,z2) y
(z2,71) que se aplican en el mismo par (z(y), 7())-

12) 1/6
1,3)  1/6
14)  1/6
23)  1/6
24)  1/6
34)  1/6

b) Para obtener la distribucién de la media muestral, trabajando con
cada par (x(1),z(2)) se obtiene

|15 2 25 3 3%
Pl1/6 1/6 2/6 1/6 1/6

1.10.9
Al desarrollar el cuadrado (X;—X)? = Xi2—2X¢7+72 se obtiene facilmente

que
n

z&m—éx)

g2 _ =l i=1
(n—1)n
n n n
como Y. X; ~ Binomial(n,0), en general si > X; =k y > X;=n—k
i—1 i—1 i—1
1 % : ‘ 2 knk) % i
an la misma imagen por S<, —Dn salvo que n sea par, que en ese caso solo
hay un valor k = 5 que se transforma en 4(n—”71). Por lo tanto S? = ZET:;C 72

con probabilidades pi + p,—x si n es impar y caso contrario vale la misma
expresion, salvo para k = 5 que S? = ﬁ con probabilidad pa. Donde

= (0" —0)"F k=0,1,..,[n/2]

1.10.10
Como ambas variables son normales, basta ver que son incorreladas.

Cov(X,X; — X) = E[X(X; — X)]
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ya que
1 1
EX;-X|=E [——Xl— +(1-2)X;—.. ——Xn}
n n n
-1 1
=-Z u+<1——>u=0,
pero
. — o2 2
EXX, - X |=pu +——(—+u2>=o
n n
por ser

1 1 1 1 1
E [(—Xl +.o.+-Xi+...+ —Xn> XZ} = E[X1X;] + —E[X]]
n n n n n

y la expresién E[Yz] = %24— 12 puede obtenerse de V[X] = E[X
luego Cov(X,X; — X) = 0.

1.10.11

Se tiene que X7 + Xo + X3 ~ N(O,\/g) v Xg+ X5+ Xg ~ N(O,\/g) con
ambas independientes, luego

ik
P{Y1>k1}:P{§1>§1}

<X1+X2+X3>2 <X4+X5+X6>2 ky
Pl ————— ) + [ ——=—=) >—=
V3 V3 3

k
P{X§ > 31} =01,

de donde k—gl = 46052 y por tanto ky = 13'816.

P{Yy >k} =P (X1 + Xo)/v2 VL
VX3 + X2+ X2/3 2

—P{T3 > \/gk'g},

en virtud de la definicién de la distribucién de Student, Definicién 1.4.3.1.

De las Tablas se sigue que \/gkz = 1’638 y por tanto ko = 1'337.
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1.10.12
a) La expresion dada puede ponerse como
52 S
(k—l)p-%-(n—k—l) )

cada sumando es una X%—l y X%_ s—1 ambas independientes, luego la suma
se distribuye x2_,.
b) Si se observa que

1 57
SE gl k-1
52 S eain—k—1
n—k—1 e

se tiene que el primer factor tiene distribucién de Snedeckor Fj_q,—g—1,

St k—1
por lo tanto ﬁ ~ = Fe k-1

1.10.13 ktm
Por la ley fuerte de los grandes niimeros, % 3 Xz2 converge casi seguro
i=k+1

a E[X?] = 1. Si se aplica el teorema de Slutsky, Teorema 1.3.5, el cociente

k
converge en ley a donde converja en ley % > XZ?; pero al ser esta expresion
=1
constante como funcién de m y con distribucién %X% se obtiene el resultado.

1.10.14 . .
Basta observar que Ff(z) = £ 3° I a)(Ti) = 1 3™Y;,donde Y; = I —oo2)(Ti)-
i=1 i=1
Por la ley fuerte de los grandes ndmeros Ff(z) converge casi seguro a
ElY;] = P{X; < z} = F(x), en particular en probabilidad.

1.10.15
Como X ~ N(uq, ﬁ), Y ~ N(us, ﬁ) se sigue que

Por otro lado (m+n — 2)f—§ = (m— 1)5—; +(n— 1)5—; y estos dos sumandos
tienen sendas distribuciones x? e independientes luego su suma tiene dis-
tribucién x?2,,,,_,. Numerador y denominador son v.a. independientes luego
de acuerdo con la definicién de la distribucién de Student, Definicién 1.4.3.1,

el cociente Z ~ Tyqn—2.

1.10.16
Como la densidad de la v.a. x2 es
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se tiene que

1 Foo 1, n 1 Too 4 n
22F(%) 0 22F(%) 0

como

+o0o
/ e Py = a PT'(p), a>0,p>0
0

la integral tiene esta forma particular con a = % p =5+ 1, de donde

-z n
E[X]zﬁr;%)(%) r(§+1>.

Si se utiliza la expresién recursiva para la funcién gamma

L(p)=@p-1I(p-1)

se obtiene que
E[X] =n.

Para el cédlculo de la varianza, el mismo tipo de razonamiento lleva a
n
E[X? = 2n (5 + 1)
esta vez con a = % y p = 5+2. Lasustitucién en la expresién de la varianza

hace que

VIX] = E[X?] — (B[X])? = 2n(2 + 1) — n?

2
= 2n.
1.10.17
Como la densidad de la v.a. de Student con n grados de libertad es
_ntl
1 T ("_1) 72 2
fr(z) = —= : o <1+—> con z€R
ATATE L n

y por ser el integrando funcién impar (f(—z) = —f(x)) la integral es nula.
Para el célculo de la varianza
1 D(ztd +o0 2
VIX] = E[X? =— E 2 7)1 / P21+ =) do =
nl(3)0(3) /-0
1
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-1
. . 2 . .
si se hace el cambio y = (1 + & ) , la expresién anterior toma la forma

I 2 /1 %—2(1 )% d
—2n [y —y)Z dy
)T Jo

como

— , p>0 ¢>0
I(p+q)
1

la integral es de esta forma con p =

q = % y simplificando se
obtiene

1.10.18

Como la densidad de la v.a. de Snedecor es

)t

oK

T B ()

+n m __m+4n
ng ) 71 (1 + Tm) 2 con x>0
5 n

se sigue que

m T oo L m . _mtn
E[X]z(z) m/o % (1+ —a) " da

esta expresion se puede reducir a la funcién beta, si se hace el cambio

—1
Loy (1)
n

y)~2dy y se obtiene

m+n)

v3

con lo que dz = (1 —

m
2

m F(_) 1 n % m _m m+n T _

E[X <—) —2/ <—) y2(1—y) 2 (1—y) 2 —(1—y)2dy
A=) e b W) ey '
T m+n n 1 m n
Z—WS 2 )n — | YT (1—y)7 2dy

L ()T (5)m Jo
si se utiliza la definicién de la funciéon betaconp =3 +1 y ¢g=5—1 se
obtiene que

P(m5) WT(24)T(E-1)
B = (T

y mediante la expresién recursiva de la funcién Gamma, se llega a que

expresion que curiosamente no depende de m.
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Para la obtencién de la varianza de la distribuciéon de Snedecor, se nece-
sita calcular
m F m4n +oo m __m+4n
E[X?) = (E) : TY(I—Z)H / PR (1 + Em) Y dx
n/ T(F)T(3) Jo n
el mismo cambio y la definicién de la funcién beta con p = 2 +2 y
q=5—2, lleva a que

P(m 1 9)T(2-2) /ny2

X == )
_ (Z2+1)2 n? (m+2)n?
NG 9w G-20-Om

de donde la varianza es

VIX? =

2n?(m +n —2)
m(n —2)2(n—4)

1.10.19
El suceso {X k) < ml} es equivalente al suceso {en la muestra haya k o

m4és valores menores o iguales que z;} y este nimero sigue una distribucién
Binomial(n, F(x;)), de donde

P{Xgy <mi} = 3, (”) (Flas)l (1 — Fla)™ .

=k \J
El valor de la funcién de masa se obtiene ahora de considerar que
P{X(k) = xl} = P{X(k) S :L‘l} - P{X(k.) S xi_l}.

1.10.20
Parece razonable hacer la suposicién de que la duracién de una bombilla
tiene una distribucién N (u, o), de donde
-~ o1 - o2
X9~ N y —F/— Ye~N s T =
10 (N’ \/m) 6 (M \/6)
por lo tanto
< E93 ‘7% ‘7% ’
X10—Ye~ N(O, 1_0+F:N(O’20371)

y se necesita calcular

P{ylo—?6<112}—P{X10_Y6< 112 }

20371~ 203/71
= P{Z < 0/55}
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donde Z ~ N(0,1). Por tanto la probabilidad pedida es aproximadamente
de 0'71.

1.10.21
Si se pudiera extender, deberia cumplirse que

P{X1=0,Xo=1X3=1X,=0}=
=P{X1=0,X,=0,X3=1X4=1}

pero, por las propiedades de la probabilidad, el primer miembro debe valer

P{X1=0,Xo=1X3=1X,=0} =
=P{X;1=0,X,=1,X3=1}—P{X; =0, X5 =1, X3 =1, X4 = 1}

1
=5 - PX1=1X=1,X=1,X =0}

y esta iltima probabilidad es igual a cero, ya que

P{X1=0,Xy=1X3=1 X, =0}
<P{X1=1,X,=1X3=1}=0

de donde se deduce que
P{X1=0,Xo=1,X3=1,X,=0} = %
Sin embargo si se parte de
P{X1=0,X2=0,X3=1,X4=1} < P{X;=0,X2=0,X3=1}=0

entonces ha de ser P{X; = 0,X2 =0,X3 =1,X4 =1} =0 y no puede
darse por tanto la intercambiabilidad en las cuatro variables.



Capitulo 2

REDUCCION DE DATOS:
ESTADISTICOS
SUFICIENTES,
ANCILARIOS,
COMPLETOS E
INVARIANTES

2.1. INTRODUCCION

Hasta ahora se han estudiado procedimientos para determinar la dis-
tribucién en el muestreo de diversos estadisticos. En un problema paramétri-
co de estimacidn, se estd interesado en utilizar la informacioén en sentido am-
plio, para a apartir de una muestra aleatoria simple de una poblacién X con
funcién de distribucién perteneciente a una familia paramétrica, conjeturar
el valor del pardmetro 6 desconocido con el que se distribuye la muestra.
A tal fin lo primero que se hace es mostrar cémo se resume la informacién
disponible mediante los estadisticos suficientes.

2.2. Estadisticos suficientes y minimal suficientes

Se empieza introduciendo el concepto de estadistico suficiente con un
ejemplo. Con m.a.s. de tamafio n de una poblacién de Bernoulli(), la

59
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funcién de masa de la muestra es

in nfz:ci
P(x1,..,zn)0) =601+ (1—-6) 1+ , x;=0,1 paratodoi,0 € [0,1].

Parece intuitivo, que para determinar 6 no es necesario saber las posi-
ciones en que se han producido los éxitos. Bastard saber cudl es el nimero

n
total t = sz
1

La funcién de masa puede ponerse como

P(z1,...,3,]0) = <7Z> 0'(1 — 9)”—t%

t

donde lo importante es que ha podido factorizarse en una parte, que depende
n
de la muestra a través del estadistico T = ZXi y que es la dnica que
1
depende de 6, y en (?) ! que no depende de 0. Se puede pensar entonces
en la muestra como obtenida en dos etapas consecutivas, en la primera se
observa T'=t con probabilidad (;’) 0'(1 —0)"t y en la segunda se sortean
las posiciones en las que van a colocarse los ¢ éxitos, con lo que cada muestra
compatible con el valor de T = ¢ tendrd de probabilidad (7;)71.
n

Es claro entonces que el estadistico T' = Z X, resume toda la informa-

1
cién que respecto a # nos suministra la muestra, ya que conocido el valor
del estadistico se puede construir la muestra mediante un mecanismo inde-
pendiente del valor de 6.

Definicién 2.2.1 (estadistico suficiente)

T(X1,...,X,) es un estadistico suficiente para la familia de funciones de
distribucién P = {F(7Z'|0)|§ € ©} cuando la distribucién de probabilidad
de la muestra condicionada por el estadistico es independiente de 6.

|

El problema con esta definicién es su poca operatividad, ya que se nece-
sita tener previamente el candidato a estadistico suficiente, para después
comprobar si lo es. Por este motivo se utiliza el siguiente teorema debido a
Halmos y Savage.

Teorema 2.2.1 (factorizacién)
Un estadistico T'(X7, ..., X,,) es suficiente, si existen funciones reales positivas
h y g tales que

f(z1, .y 20)|0) = h(z1, ooy 2n) go(T (21, -0y 1))

donde f es la funcién de masa o de densidad de la muestra.
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Se recoge la demostracién en el caso discreto, la demostracién general
puede verse en Lehmann (1986) pdginas 54 y 55.
Si se tiene la factorizacién basta poner

flx1, ..y xpn]0)
f(t0)

si T(x1,...,xn) =ty cero en caso contrario. Cuando no es cero, sustituyendo
queda

f(xl, ...,.’L‘n‘t) =

gg(t)h(xl, ey ﬂin)

flz1, ..., znlt) =
Z g@(t)h(yla »yn)
IIT @)=t
simplificando gy () se obtiene
h(zxy,...,zpn
fz1, ., zplt) = (21 )
IS
7T @)=t

en las dos opciones cero o esta cociente, son independientes de 6.
Reciprocamente, si f(x1, ..., z,|t) no depende de 6, como

(2.2.1) f(z1, ., 2n)|0) = f(E0) f (21, ..., 0]t 0)

se puede tomar

ge(t) = f(t10) vy h(x1,...,zn) = f(T1,...y T |t)

con lo que se obtiene la descomposicién deseada.

Ejemplo 2.2.1
Para encontrar un estadistico suficiente, con m.a.s. de tamano n de una
poblacién de Poisson de pardmetro 8, Poisson(f), se tiene que

n

Zl‘i n
f(z1, ... xn]l) = e T /] =i!
i=1
con lo que

n zn:Xi n -1
T= ZXi, go(t) = e 0=y h(xy,...,1n) = Hxi! .
i=1 1

Se observa que siempre la propia muestra y el estadistico ordenado
(X(1)s +» X(n)) son estadisticos suficientes.
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Ademas si el estadistico T' es suficiente para P cualquier biyeccion U =
U(T) también lo es, pues de acuerdo con el teorema de factorizacioén, si la
poblacién tiene funcién de densidad

@1, al0) = B0, e ) o (T (@1, s )
= h(xl,...,xn)gﬁ(U)

luego, se obtiene la factorizacién deseada también en funcién de U.
SiS(Xy, ..., Xp) es un estadistico suficiente para P y T'(X7, ..., X;,) es otro
estadistico, también es suficiente el estadistico (S(Xq, ..., Xp), T(X1, ..., Xp))
ya que
f(x1, .. 2, s, t]0)
[f(s,1]0)

ahora bien estd tltima expresién es igual a % que coincide con

f(x1, .y xpls, t) =

f(z1,...,2,|5)(f(t|s)) " donde este tiltimo factor no depende de @ para cualquier
estadistico T ya que

fHls)y =" f(@1,.mrwnls).

T|T(z)=t

Este ultimo enunciado es por otra parte muy intuitivo, si con S se tiene
recogida informacién suficiente para 6, al anadir 7" no se gana informacioén,
de todas formas es claro que la suficiencia ha sido introducida con el objetivo
contrario de resumir la informacién en lugar de aumentarla.

Una definicién més rigurosa de estadistico suficiente puede verse en Gar-
cia Nogales (1991) pédg. 102.

Ejemplo 2.2.2
Con m.a.s. de tamaflo n de una poblacién N(6,09) con og conocida, el
estadistico T'(X1, ..., X,,) = X es suficiente. Ya que puede escribirse

1 n o __1 z? nd(z_8
f(x177$n|0)_< > e Zg ! eog(m )

con lo que
1 \" ——;zfx% 24 (%)
o) = () ¢ Ty g X)) =B

Ejemplo 2.2.3
Con m.a.s. de tamafio n de una poblacién N(ug,v8) con iy conocida, el

n
estadfstico T(X1, ..., X,,) = >_(X; — 1o)? es suficiente, pues
1

3

1 \" ~% X @)
L1,y pld) = — | e = =t
far ) = ()
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con lo que

1 7l9 Z(Ii*HOF
h(mla 7mn) =1 y ge(T(xl, ,:En)) = (—) e 1 .
270
Ejemplo 2.2.4
Con m.a.s. de tamano n de una poblacién N (u, o), siendo p y o desconocidas,

— n n
puede comprobarse que el estadistico T (X7, ..., X,) = <Z Xi:ZXi2> es
1 1
suficiente.

Ejemplo 2.2.5

Para m.a.s. de tamano n de una poblaciéon U (—%,%), compruébese que
?(Xl, w0y Xn) = (X(1), X(n)) es suficiente para 6. Si la poblacién es U(0, ),
también son suficientes los estadisticos (X(1), X(n)) ¥ X(n)-

|

Esto lleva al concepto de estadistico minimal suficiente, tratando de en-
contrar el estadistico suficiente que més resuma la informacién. Para intro-
ducir este concepto es conveniente cambiar el punto de vista desde el que se
considera un estadistico. Cualquier estadistico determina una particién del
espacio muestral y reciprocamente, dada una particién del espacio muestral,
asignandole un valor a cada clase se tiene definido un estadistico.

De esta manera se hablard de particién suficiente, como la asociada a un
estadistico suficiente y se introduce la siguiente definicién.

Definicién 2.2.2 (estadistico minimal suficiente)
Un estadistico T' es minimal suficiente si su particién asociada es suficiente
y es la menos fina entre todos los estadisticos suficientes S.

Se entiende que la particién asociada a un estadistico 7' es menos fina
que la asociada a otro estadistico S si toda clase de la particién asociada a
T es unién de clases de la particién asociada a S.

Teorema 2.2.2 (caracterizacién de estadisticos minimal suficientes)
La relacién de equivalencia que coloca en la misma clase dos puntos mues-
trales 2 = (z1,...,Tp) e ¥ = (Y1, ..., yn) si y sélo si el cociente f(Z'|0)/f(Y|0)
no depende de 6, induce una particién minimal suficiente y por tanto deter-
mina un estadistico minimal suficiente.

Demostracién: es inmediato ver que la relacién definida es de equi-
valencia, luego si se asigna a cada clase del conjunto cociente un valor del
estadistico, queda definido un estadistico suficiente. En efecto si se nota por
Ay alaclase en la que T(7) =t,y @ € A; se sigue que

— — — _1
F(ZIt0) = f(@10) fC210) ) <f(y 9)>
Yy €A

e TS F(Y19) 7(Z10)

YEA:
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expresion que es independiente de 6.

Sea cualquier otro estadistico S suficiente, se va a comprobar que si
S(7)=S(Y) =s,esdecir T ey estdn en la misma clase de S, entonces
T(7) = T(%), con lo que la particién asociada a T, es menos fina que la

correspondiente a S. En efecto

(E’It‘?) _ f(i\ ) _ [(@ls)
F710) ~ T2~ F7ls)

. — —

donde s es el valor de la clase por S que contiene a x e y. Por ser S

un estadistico suficiente, numerador y denominador de esta expresién no
— — . . o e, .

dependen de 6 luego '« e y estdn en la misma clase de la particién asociada

aT.

|

Ejemplo 2.2.6

n
Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién de Bernoulli(d), > X; es un
i=1
estadistico minimal suficiente, ya que
Yi Z%*Z Z;
= =1

f(@r, o xalf)  Dowim Mg

:91: i
f(y17 >y’ﬂ|0)

n n
y este cociente es independiente de 6 cuando Y z; = > v
i=1 i=
Teorema 2.2.3
Si la distribucién de la muestra es de la familia exponencial k-paramétrica,
es decir

F(@1y e an| 0) = (0T )e; e (O)T(T)

— — -
y existen valores 01, ...., 6% tales que los vectores ¢; = (c1( 07, ..., c(

Z))?

—

0
—
X)=

1= 1, , k son hnealmente independientes, entonces el estadistico ?(
(Tl(X)7 e Tk(X)) es minimal suficiente.

Demostracién: Basta observar que

f(
I

k

9)  w@F) 2a(m@) -1
- = —=\¢!

0 v

) h(7)

Ql Hl

k

— —
y este cociente es independiente de € siy sélosi > ¢;( 0
I

() ~Ti(y)] =
0 con lo que el sistema homogéneo

S a(ONT(T) - T(TN =0 j=1,.0k

i=1
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solo admite la solucién trivial T;(7)—T;(¥) =0, i = 1,...,k y el estadistico
- — — —

T(X)=(Ti(X),...,Tk(X)) es minimal suficiente.

|

Ejemplo 2.2.7 -
Para una poblacién N(u,0) con 6 = (u,0) es

1 >” L) wigm )
e

F(@1, e an|0) = <%

luego el estadistico T)(Xl,...,Xn) = (X X;,>° X?) es minimal suficiente,
ya que en (?‘%, —#) existen 0! = (n=0,02=1)y 92 = (p=1,02=1)

con ¢1=(0,—1) y €2=(1,—3) linealmente independientes.

2.3. ESTADISTICOS ANCILARIOS Y COMPLE-
TOS

Intuitivamente el concepto de estadistico ancilario es opuesto al concepto
de estadistico suficiente, es decir un estadistico ancilario es el que no da
informacién sobre el pardmetro. Posteriormente se verd que las cosas no son
tan estrictas, pero la idea puede ser valida como aproximacién intuitiva.

Definicién 2.3.1 (estadistico ancilario)
El estadistico U (X1, ..., Xp,) es ancilario para 6, si su distribucién es inde-
pendiente de 6.

Ejemplo 2.3.1

Para una poblacién N(6,0() con oy conocida, con m.a.s. de tamafio n se
tiene que U(X:) = X1 — X> tiene de distribucién N (0, v/209), que no depende
de 0, por lo que U es un estadistico ancilario para 6.

|

Puesto que la distribucién de un estadistico ancilario no depende del
pardmetro, parece natural esperar que un estadistico ancilario para 6 sea
independiente de cualquier otro estadistico suficiente, que ésto es cierto pero
anadiendo una propiedad mas, la de completitud, ha sido probado por Basu
(1955). Por lo tanto, antes de demostrar este resultado se pasa a desarrollar
la nocién de completitud.

Definicién 2.3.2 (familia de distribuciones completa)
La familia P = {f(Z|0)|0 € ©} es completa si para cualquier funcién real
g(7) tal que Egg()_f) = 0 para todo § € © se sigue que g()_(z) es nula
casi seguro respecto de 6, es decir, g(7') es cero salvo en un conjunto de
probabilidad cero, calculada a partir de f(7'|6) para todo 6.
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Ejemplo 2.3.2
La familia P = {6*(1 — 0)!=%;2 € {0,1}|0 € (0,1)} es completa. Ya que si

Eyg(X) =0 para todo 6 € (0,1)

ha de ser g(1)0+g(0)(1 —6) = 0 para todo 6 € (0, 1), luego g(0) = g(1) = 0.
También la familia P = { Binomial(n,0)|0 € (0,1)} es completa. Ya que
si
Eyg(X) = 0 para todo 0 € (0,1)

ha de ser

g9(0)(1 —6)" +g(1) <71L> 0(1—0)""" + ...+ g(4) C) 0'(1—0)""+ ...+ g(n)o"
— (-0 £ 90 () 0/ - 0 =

que es un polinomio de grado n en /(1 — 6), luego para que sea nulo ha de

ser g(0) = ... = g(n) = 0.

Ejemplo 2.3.3
La familia P = {N(0,0)|0 desviacién tipica € R} no es completa, ya que
g(X) = X es tal que Eyg(X) = 0 para todo 6 € RT.

Definicién 2.3.3 (estadistico completo)
El estadistico T'(X1, ..., X;,) es completo si su familia de distribuciones de
probabilidad P = {f(¢|0)|0 € ©} es completa.

|
Es importante resaltar, que se debe trabajar con la familia de distribu-
ciones del estadistico obtenida a partir de la distribucién de la muestra.

Ejemplo 2.3.4

Para muestras de tamano uno de una poblacién N (0,6) con 0 la desviacién
tipica, el estadistico T(X) = X? es completo. Ya que su familia de distribu-

ciones es
0 e R*}

+o0 1,1
/ gt)e 22t 2dt =0 Ve RT
0

P o “wl3  teR
= —ee 20 ) (=
V27

SIS

y si

ha de ser g(¢t) = 0. Esto es intuitivo al variar 4, de todas formas un razo-
namiento riguroso se basa en la unicidad de la transformada de Laplace.
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Ejemplo 2.3.5
Para m.a.s. de tamanio n de una poblacién X normal de media 6 y de

desviacion tipica 0, con 6 € (0, +00) el estadistico T (X1,..,Xpn) = (Z X, Z X2>

no es completo ya que

es un estimador insesgado de cero. Para comprobarlo basta utilizar que

n Z X;—nb
(Z XZ-) ] = n0*(1 +n), pues ~= — se distribuye segtin una
i=1

n n
distribucién x?, y que E [(Z:l Xf)] = 2n6?, pues z; (Lio_zﬁ se distribuye
segiin una distribucion x2.

[ ]
Para aclarar el significado de la completitud, que radica en la cantidad
de elementos que contenga la familia P, se tiene el siguiente enunciado.

Ejemplo 2.3.6

La familia P = {%1{1,27,__7N}(x),x €N,N e N*} donde N es el conjun-
to de los nimeros naturales, es completa, pero si se quita la distribucién
correspondiente al valor N = Ny, la funcién

c si z=DNg
glx)=¢ —c si z=Nyp+1
0 si x ¢ {No,No + 1}

es un estimador insesgado de cero.

]
De todas formas se dispone de una herramienta muy util para encontrar
estadisticos completos.

Teorema 2.3.1 (existencia de estadisticos completos)
Para la familia de distribuciones exponencial k paramétrica

k
21: ci(O)T:(T)

P ={c(0)h(T)e 0 € © CRY,

si la imagen de la aplicacién ¢ = (01(7) ,ck( ) :© — RF contlene un
- =5 —
rectangulo abierto de R¥, entonces el estadistico T (X) = (T1(X), .. Tk(X )

es completo.
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La demostracién puede verse en Lehmann(1986) pag. 142.

N
Ademads, en este caso se tiene asegurada la suficiencia del estadistico T,
mediante el teorema de factorizacién; y por el Teorema 2.2.3 también se
—
sigue que T es un estadistico minimal suficiente.

Ejemplo 2.3.7
Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién N(6,6) de media y desviacién
tipica 6, con 6 € (0, 4+00) se tiene que

S xi—gr Yw}

=

1 L
flz1, .., zn|0) = <m> e 20%e

luego ¢ = (c1(0),c2(0)) = (%,—#). Por tanto cuando 6 € (0,+00) la
. . . — : _ 1 _ 1.2
imagen de la aplicacién ¢ puede representarse mediante x = 3, y = —5x
X
Y y=—1/2 XZ

Figura 2.3.1. Representacion de € () para el Ejemplo 2.3.7.

que es una rama de pardbola, véase la Figura 2.3.1, y que por tanto no
contiene a ningtin abierto de RZ. El teorema no permite afirmar que el

— — n n
estadistico T(X) = <Z Xi, > Xf) sea completo. De hecho no lo es; ver
=1 =1
el Ejemplo 2.3.5.

[ |
Ahora se puede enunciar el resultado referido a los estadisticos ancilarios.

Teorema 2.3.2 (Basu)
Si T(X1,...,Xp) es un estadistico suficiente y completo y U(X7, ..., X;,) es
un estadistico ancilario, entonces T' y U son independientes.

Demostracién: Basta ver, utilizando funciones de densidad, que f(ult)
es independiente de 6. Ademaés

fu) = F(H0)f (ult)
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luego la esperanza de la funcién g(¢) = f(u|t)— f(u) respecto a la distribucién
de T es cero, y por la completitud de T se sigue el resultado.
]

El teorema puede utilizarse, para probar la independencia de ciertos
estadisticos, para los que sea facil comprobar su completitud.

Ejemplo 2.3.8

Para una m.a.s. de tamafio n de una poblacién Uniforme(0, 0) se sigue que
X
@)
X(n) . . .
Puede comprobarse mediante el teorema de factorizacién que X, es
X
1)

suficiente y que, ademds, es completo. El resultado se sigue, de ver que X

y X(n) son independientes.

es ancilario:

0
(23.1) Fxy () = / Fxoy ) P, (t)dy

X(n)

como es facil ver que

0 si y <0
FX<n) (y) = (%)n si Yy < [Ov 9}
1 si y>0

se sigue que
("
fxo () =ny" ! <5> , 0<y<o.
Por otra parte

FX<1)(ty) =1- P{X(l) >ty =1-—P"{X > ty}

0 si ty<O0
) 1 (="
= 7 si ty €10,0]
1 si ty>40

por lo que sustituyendo en (2.3.1)

0 0
_ gy, A
(2.3.2) Fxg, (t)—en/o y"Ldy 0”/0 (1 te) ¥ Ldy.

X(n)

El primer sumando vale 1 y el segundo sumando se reduce a una funcién
que no depende de ¢ mediante el cambio 4§ = x, por lo que la Expresion
(2.3.2) no depende de 6.

]

El siguiente ejemplo muestra cémo, mediante el teorema de Basu, se
puede obtener el resultado, ya demostrado, de que para poblaciones normales
los estadisticos X y S? son independientes.
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Ejemplo 2.3.9
Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién X € N(6,0) se tiene que X es

suficiente y completo y ademds (n — 1)5—; es ancilario, pues la distribucién

X2_; es independiente de 6, luego X y S? son independientes por el Teorema
de Basu.

2.4. ESTADISTICOS INVARIANTES

En algunas situaciones, el problema de estimacién tiene una estructura
que permite también reducir la informacién muestral. Es intuitivo que si se
supone un experimento en el que se busca medir la longitud de una pieza
en centimetros a partir de diferentes medidas en centimetros, el resultado
debe ser el mismo, mediante un cambio de unidades adecuado, es decir, si
las medidas pasan a tomarse en metros.

Otras veces la estructura del problema es tal que sabiendo el valor que
debe tener 0 en determinados puntos muestrales se tiene univocamente de-
terminado el valor de una funcién de 6 para otra funcién de los anteriores
puntos muestrales. Asi por ejemplo, si para determinar la probabilidad con
la que una moneda sale cara, 6, si en vez de conocer el nimero de caras que
se han presentado en n lanzamientos se sabe el nimero de cruces, lo que se
puede estimar ahora es 1 — # en lugar de 6.

Para concretar el concepto de estadistico invariante, hay que definir pre-
viamente ciertos conceptos.

Definicién 2.4.1

Un conjunto de funciones G = {g : X — X'} definidas sobre el espacio mues-
tral forman grupo, respecto a la operacién de composicién de aplicaciones,
cuando se cumplen las dos condiciones:

1) Para toda g € G existe ¢’ € G tal que ¢'(g(z)) = z, para todo punto
muestral. Se dice que ¢’ es la aplicacién inversa de g.

2) Dadas dos funciones g y ¢’ de G existe g” de G tal que ¢'g(z) = g” (2)
para todo punto muestral. Se dice que G es cerrado respecto a la composicién
de aplicaciones.

La pertenencia al grupo G de la aplicacién identidad se sigue de las dos
propiedades introducidas.

Ejemplo 2.4.1

Para una poblacién con distribucién binomial Binomial(n,f) con X =
{0,1,...,n} el conjunto formado por las dos aplicaciones G = {e(z) =
z,9(x) =n—x} esun grupo, ya que cada aplicacién del conjunto es inversa
de si misma y es cerrada.

Definicién 2.4.2 (familia de distribuciones invariante)
La familia de distribuciones P = {f(7|0)|0 € ©} se dice invariante por el

grupo de transformaciones G = {g : X — X} si cuando X se distribuye
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mediante f(Z|0) , se sigue que para cualquier g perteneciente a G g()—f)
se distribuye mediante f(7'|0’) con #’ € ©. Se acostumbra a notar ' = g(0)
a la aplicacién de © en © que se corresponde con g.

Ejemplo 2.4.2
Para el caso de la distribucién Binomial(n, ) tratado en el Ejemplo 2.4.1,
las aplicaciones correspondientes son €(f) =60 y g(0) =1—6.

[ |
Ya se puede introducir el concepto de estimador invariante frente a un
grupo de transformaciones.

Definicién 2.4.3 (estadistico invariante)

Si G es un grupo de transformaciones que deja invariante a la familia de
distribuciones P = {f(Z|0)|0 € ©}, un estadistico T es invariante, respecto
al grupo de transformaciones G = {g : X — X'} si para todo g de G se tiene
que Tg(7) =gT (7).

Ejemplo 2.4.3
Para la poblacién Binomial(n,#) con muestras de tamaifio 1 el estadistico

T(X) =% es invariante respecto al grupo G = {e(z) = ¢, g(z) =n —z}, ya
que
x
To(a) =T(n—2)=1- 2
n
_ _(T T
1) =g () =1- 2
n n
|

Un estadistico es invariante cuando la estimaciéon que se hace al observar
— — o . N
2 transformada por § coincide con la que se hace si se observa g(@).

El problema para la consideracién de los estadistivos invariantes, es que
se requiere descubrir primeramente el grupo G de transformaciones.

Ejemplo 2.4.4

Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién N (6, 0q), con og conocida y 0 €
R, el estadistico T(Y) = % f: X; esinvariante para el grupo de traslaciones
G={ga: X = X, galz1, Z,Zslcn) =(r1+a,..,zn+a) con ac€ R}

]

Las ideas anteriores son validas en el caso en que el pardmetro 6 sea
k-dimensional.

Ejemplo 2.4.5
Para m.a.s. de tamano n, la familia de distribuciones normales de media
01 =y de varianza 6y = 02, con u € Ry 02 € (0, +00) es invariante por
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el grupo de transformaciones G = {gq (21, ...,2n) = (ax1 + b, ...,az, + b)}.
n n

Se obtiene que g, (1, 0?) = (ap+b,a%0?). El estadistico <Z Xy XE) no
1 1

es invariante, mientras que si que lo es (X , 52) .

2.5. PRINCIPIOS DE REDUCCION DE DATOS

En este capitulo se han estudiado distintos procedimientos de resumir
la informacién suministrada por la muestra. Estos procedimientos son; en
dltimo término estadisticos y sobre ellos, o a través de ellos, se estiman los
valores desconocidos de la poblacién.

Se va a introducir un estadistico méas que es la verosimilitud o la funcién
de verosimilitud, que también puede ser utilizado para resumir los datos;
finalmente se consideran todos los estadisticos como entes que dan informa-
cién y a esta informacién se le va a llamar evidencia. Desde este punto de
vista, se cambia, sélo en esta seccién, el nombre de estadistico por el de prin-
cipio y asi se habla de principio de suficiencia, de principio de verosimilitud
y de principio de invariancia, en lugar de estadistico suficiente, de funcién de
verosimilitud y de estadistico invariante, respectivamente. En este contexto
se demuestra el Teorema de Birnbaum, un resultado que relaciona los es-
tadisticos suficientes y la funcién de verosimilitud y que pone de manifiesto
las implicaciones de los distintos métodos de inferencia.

2.5.1. Principio de verosimilitud

La idea es considerar la distribucién de probabilidad de la muestra, no
como funcién de x = (x1, ..., T, ) sino como funcién del pardmetro 6 descono-
cido.

Definicion 2.5.1.1. (funcién de verosimilitud)

Dada la familia P = {f(Z0)|0 € ©} de distribuciones de probabilidad
donde f(.|0) es una funcién de densidad o de masa y supuesto que se ha ob-
servado el valor muestral = = (1, ..., op) la funcién de 0 definida mediante

L(O|7) = f(Z]0)
se llama funcién de verosimilitud.

Ejemplo 2.5.1.1.

Para una muestra de tamano 1 de una poblacién Uni forme(0,6), la funcién
de densidad y de verosimilitud estdn representadas en la Figura 2.5.1.1 donde
se observa la dréstica diferencia entre ambas.



REDUCCION DE DATOS: ESTADISTICOS SUFICIENTES, ANCILARIOS, ... 73

178 “fixl8) 1/x

Figura 2.5.1.1. Funcidén de densidad y de verosimilitud para la poblacidn
Uniforme(0, ).

Como se anticipaba, el principio de verosimilitud especifica como debe
usarse la funcién de verosimilitud para la reduccién de datos.

Definici6n 2.5.1.2. (principio de verosimilitud)
Size 7 son dos puntos muestrales, tales que, existe una constante c(?, 7)
que no depende de 6 verificando

L(0|T) = (T,

=l

YL(A|y) para todo 6,

entonces la evidencia estadistica que suministran ambos puntos debe ser
idéntica, es decir, Ev(Fy, T) = Ev(Fs, 7).

|

Dos aspectos son importantes en esta definicién. El primero es que la evi-
dencia estadistica se toma en sentido amplio y no se define, asi puede ser ésta
un estadistico muestral, un estadistico suficiente, un intervalo de confianza
etc. El segundo es que las dos funciones de verosimilitud no tienen por qué
estar obligatoriamente definidas en el mismo espacio muestral. Realmente la
evidencia estadistica debe expresarse como

EU(E, ?) donde E = (X,Q,P = {f(?|9)})

la evidencia depende del experimento bajo estudio F y del punto muestral
observado. Con lo que del principio de verosimilitud, Definicién 2.5.1.2, se
concluye que Ev(E1, @) = Ev(E», y) con

By = (X,0,PL={f(Z0)}) y B2 = (¥,0,P2 = {g(V0)}).
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Ejemplo 2.5.1.2.

La evidencia que se obtiene de un modelo Binomial(n, ) sobre 6, cuando
se observan t éxitos en n repeticiones, es la misma que la obtenida de un
modelo Binomial negativo(t, ), siempre que se suponga que se han realizado
n repeticiones hasta obtener t éxitos. En efecto en el primer caso

s = (7 )ea— oy

y en el segundo

n—1

f(n repeticiones hasta obtener ¢ éxitos|f) = <t )

>9t(1 _ a)n—t

por tanto se puede aplicar el principio de verosimilitud con c(t,n) = %. Es
decir, si para estimar la probabilidad con la que sale cara una moneda, se
tira ésta n veces y es ¢ el niimero de caras que se han presentado (modelo bi-
nomial), se obtiene la misma evidencia para 6, que si se repite el experimento
hasta observar t caras y para ello ha habido que realizar n tiradas.

2.5.2. Principio de suficiencia

El concepto de estadistico suficiente, también puede trasladarse a prin-
cipio.

Definicién 2.5.2.1 (principio de suficiencia)

En un experimento £ = (X,0,P = {f(Z]0)|0 € ©}) si T(Z) es un es-
tadistico suficiente para 6 y se tiene que T(Z) = T(7), entonces los dos
puntos muestrales, x e %, suministran la misma evidencia estadistica, es
decir Ev(E,T) = Ev(E, ).

Ejemplo 2.5.2.1

En un experimento consistente en la repeticién de n pruebas de Bernoulli, la
evidencia estadistica que se obtiene de dos puntos muestrales con el mismo
nimero de éxitos es la misma.

2.5.3. Principio de condicionalidad

Dados dos experimentos E; = (X1,0,P = {fi(z1]0)|6 € ©}) y Ez =
(Xa,0,P = {fa2(x2]0)|0 € ©}) considérese el experimento mixto, en el que
dependiendo de una v.a. J, que toma el valor 1 6 2 con probabilidad 1/2,
se observa el experimento F;. Formalmente se nota al experimento mixto
por B* = (X*,6,{f*("[6)}6 € ©}) donde o = (j,a;) v [*(j,a;l6) =
% [j(x;|0), entonces el principio de condicionalidad permite afirmar que

Ev(E*, (j,25)) = Ev(Ej, ;).
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El principio de condicionalidad dice algo bastante intuitivo: mecanis-
mos aleatorios que no dependan del valor a determinar 6, no proporcionan
evidencia sobre él. Posteriormente, al tratar los contrastes de hipdtesis, se
consideran problemas en los que a veces se sugiere aleatorizar, para conseguir
un test de tamano determinado; pues bien segin el principio de condicional-
idad este tipo de actuacién no suministra informacién sobre € y no necesita

ser considerado.

El valor % (probabilidad con la que toma valores la v.a. J) puede ser

sustituido por otro cualquiera sin modificar el significado del principio de
condicionalidad; lo sustancial es que la distribucién de la v.a. J no dependa
de 0, el pardmetro a determinar.

2.5.4. Teorema de Birnbaum

El siguiente enunciado relaciona los tres principios, de verosimilitud, su-
ficiencia y condicionalidad, y tiene un significado importante para establecer
consecuencias de las distintas aproximaciones que pueden darse en la infer-
encia estadistica.

Teorema 2.5.4.1 (Birnbaum)
Fl principio de verosimilitud es equivalente a los principios de suficiencia y
condicionalidad.

Demostracién: Dados dos puntos 7 e 7/ en dos experimentos Ey, Ey
tales que L1(0|7) = ¢(T', ¥ )L2(0]7), sobre el experimento mixto E* cons-
truido a partir de F1 y E5 mediante el principio de condicionalidad, se define
el estadistico

(1,7) si j=1y T1=72
TG, 7)=< (1,7) si j=2y ZTa=7y j=1,2
(4, @';) en el resto

F(G, 2T = (5,75) =1y f((4, 7))|T = (j, 7)) = 0 esto es, no depende
del pardmetro. Siendo f la distribucién condicionada por el estadistico y
donde se ha tenido en cuenta que

f(T=0,2)0) =f (1_7>7)I9)+ 1(277)“9)
= %fl(x 0) + £ f2(y'|0)
= ?Ll(el?) +1L0,(01)
= 5L1(0] 7)1+ (7, Y)]
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con lo que
v =y (L))
(2T =(LT) =577
_ $L1(0]7)
— TLi(0]7)+3L2(0%)
501(07)
2 L1012 +3C(F Y) 1 (0]7)
[14c(@, 7)™

andlogamente para los otros valores.
Si se aplica el principio de suficiencia, ha de ser

Ev(E*,(1,7)) = Ev(E*, (2,7))
y mediante el principio de condicionalidad

Ev(E™, (1,
Ev(E™, (2,

) = Ev(Ey, @)
) = Ev(Es, )

<] 8|

por lo tanto se tiene demostrado que
Ev(Elv E)) = E’U(Eg, 7)

con lo que se obtiene el principio de verosimilitud.
Reciprocamente, para el principio de condicionalidad. Sea E* el expe-
rimento mixto de Fy y Es . Como

L(0)j,z;) =

Il
NN S~
~ S
—~ .
sl
=
>

se tiene que en los dos experimentos E* y F; es
LY, T5) = 5L 0/75)
y por el principio de verosimilitud
Ev(E", (5,7 ;) = Ev(E;, 75).

Por dltimo, para demostrar que se cumple el principio de suficiencia
considérese un experimento E y dos puntos muestrales tales que T'(7') =
T(%), siendo T un estadistico suficiente. Por el teorema de factorizacién,
Teorema 2.2.1, se tiene
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Es decir,
LO)Y) = (@, y)L(O]T)

con ¢(7',y) = h(y)|h(T). Por el principio de verosimilitud
Ev(E,7) = Ev(E, )

y por tanto se cumple el principio de suficiencia.

El significado del teorema de Birnbaum es importante desde el punto de
vista de los fundamentos de la Estadistica, muchos de los procedimientos
estadisticos usuales violan el principio de verosimilitud, en concreto los pro-
cedimientos que se basan en la distribuciéon muestral del estadistico pueden
hacerlo.

Si se pasa de un modelo binomial a uno binomial negativo, la funcién
de masa cambia y por tanto las propiedades del estimador también pueden
cambiar. Sin embargo a la luz del teorema esto significa contradecir el princi-
pio de suficiencia, que es compartido por toda aproximacién a la inferencia,
o el principio de condicionalidad que parece bastante aséptico. El teorema
de Birnbaum constituye uno de los motivos por los que el principio de ve-
rosimilitud no es universalmente aceptado, a pesar de que como se verd, la
funcién de verosimilitud posee muchas buenas propiedades estadisticas. Los
procedimientos bayesianos, que serdn introducidos en la Seccién 3.2.3, por
estar basados en la distribucién de probabilidad final satisfacen el principio
de verosimilitud, ya que si @ e § cumplen

Ly(0lY) = o(@, ) La (0] )

Las distribuciones finales 71(6|7) y m2(A|%), cuando la inicial viene
dada por 7(6), son iguales:
7 = 070
m01Y) = e ntom
_ (A (F]0)
Jo m(0)f1(%]0)do
=T (9|?)

. . L, . . . — .
Por tanto la evidencia estadistica que se obtiene mediante x del primer
experimento

EU(El, ?) = 7T1(0|?)

coincide con la que se obtiene mediante 3 del segundo experimento

Ev(Es,y) = m2(0]Y)
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2.6. APROXIMACION HISTORICA

Las primeras propiedades de los estadisticos, estdn al menos en germen,
en los trabajos de Laplace, pero quienes las estudian de una forma més
sistemdtica son Karl Pearson y Fisher.

Karl Pearson (1857-1936) nace en Londres. Hijo de un abogado, estudia
leyes para satisfacer a su padre, aunque simultanea estos estudios con los de
matemadticas, en el King College de Cambridge. Con 22 afios se marcha a
Alemania a hacer su doctorado y estudia fisica y metafisica, a su vuelta es
profesor de matemadticas y mecénica en el University College de Londres. A
partir de 1911 se convierte en profesor de ingenieria en la misma institucion.
Fué un partidario convencido de la teoria de la evolucién de las especies,
introducida por Darwin, y también un ferviente socialista. En 1889 Galton
publica su libro Herencia Natural y Weldon se incorpora a la cdtedra de
zoologfa en el University College. La necesidad de verificar numéricamente
lo expuesto por Galton y de dar respuestas a las cuestiones de clasificacién
planteadas por el zodlogo, llevan a Karl Pearson a desarrollar diferentes
distribuciones para resolver las cuestiones que le van planteando.

Inicialmente Karl Pearson recurre a representaciones grificas de los datos,
para posteriormente desarrollar su célebre familia de curvas e introducir pro-
cedimientos de ajustes. Asi entre 1893 y 1906 publica unos 100 articulos
acerca de la teoria de la estadistica y sus aplicaciones, entre estos trabajos,
estdn incluidas las Tablas para estadisticos y biometristas, destinadas a ayu-
dar a realizar ajustes de curvas a nubes de puntos, y sus estudios sobre la
correlacion.

Retrata la forma de ser de Karl Pearson, que en su primera época como
profesor, al hacer una verificacién de la falta de aleatoriedad de los resultados
de una ruleta, escribe al gobierno francés, recomenddndole que cierre los
casinos y envie sus fondos a la Academia de Ciencias para la fundacién de
un laboratorio de probabilidad. Entre 1895 y 1897, Karl Pearson realiza sus
estudios sobre correlacién y regresion y obtiene la distribucién del coeficiente
de correlacién muestral para una distribucién normal bivariante.

El célebre método de ajuste de la x? estd incluido en una memoria, pu-
blicada en el anio 1900; posteriormente lo generaliza a tablas de contingencia
en el ano 1904. Mantuvo una polémica con Fisher respecto al nimero de
grados de libertad de la x? cuando parte de los pardmetros desconocidos de
la poblacién son estimados de la muestra.

Entre los anos 1921 y 1933 da en el University College de Londres una
serie de conferencias que se han convertido en un cldsico para cualquier
persona interesada en el estudio de la historia de la estadistica.

Con una gran simplificacién podria decirse que a Karl Pearson se le
debe el fuerte auge del método de los momentos para la determinacién de
los pardmetros, y un estudio bastante completo de las familias de curvas
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que obtuvo para ajustar a distintos fenémenos, como solucién de ecuaciones
diferenciales para distintos valores de las constantes; asi clasificé la solucién
en cinco tipos de curvas que inclufan a la beta simétrica, la beta asimétrica,
la gamma y la normal.

El resto de las propiedades de los estimadores, junto con otros muchos
resultados, se deben a Fisher (1890-1962), sin duda el estadistico mds in-
fluyente y que més contribuciones de conceptos y resultados ha realizado.
Una sucinta biografia de Fisher puede verse en la Seccién 4.6. A él se deben
los conceptos de consistencia, eficacia, suficiencia y ancilariadad, asi como
el método de la méxima verosimilitud, el diseno de experimentos y el andli-
sis de la varianza, (véase el Capitulo 7). Un amplio estudio de la biografia
y las contribuciones estadisticas de Fisher se encuentra en Girén y Gémez
Villegas (1998).

Con referencia a los fundamentos de la inferencia estadistica se debe citar
a Allan Birnbaum (1923-1976), quien estudié en Berkeley, ciencias, filosofia
y matemadticas, trabajoé en el Instituto Courant de Ciencias Matemdticas e
impartié clases como profesor visitante en varias universidades europeas y
americanas, como Stanford, Londres, Cambridge etc. Su resultado de 1962
que relaciona los conceptos de verosimilitud, suficiencia y condicionalidad,
es de capital importancia para entender los fundamentos de las principales
aproximaciones a la inferencia estadistica.

2.7. EJERCICIOS

2.7.1
Sea X una observacién de una poblacién N(0,c0). jEs |X| un estadistico
suficiente?

2.7.2
Encuéntrese un estadistico suficiente para m.a.s. de tamano n de cada una
de las poblaciones siguientes:
a) Beta(a, ), a > 0,8 > 0.
b) Gamma(a,p),a > 0,p > 0.

1 .
¢) pniN:(2) = e v+ 1,342, 8} () con Ny < Ny, enteros posi-
tivos.

d) f(z0) = e ™I g 1o0)(x), O €R.
_ 1 s (na—p)?
e) f(xlp,0) = pnymd S I0,100)(2), p€R,0>0.

f) p(zl0,p) = (L —p)p™ Ig 911, 3(z), ER  0<p<l

2.7.3
Para m.a.s. de tamano n de una poblacién Uni forme(6,40), 0 € R, pruébese
que (X(l), X (n)) es un estadistico suficiente pero no completo.
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2.7.4
Para m.a.s. de tamano n de una poblacién con funcién de densidad

f(z]0) = e Dy ) (z), 0ER.

a) Pruébese que X (1) es un estadistico suficiente y completo.
b) Mediante el teorema de Basu, pruébese que X(1), €l minimo, y 52, la
cuasivarianza muestral, son independientes.

2.7.5
Para una poblacion discreta dependiente de un pardmetro 0, jes (X7, ..., X;,) =
(X1, ..., Xp—1) un estadistico suficiente para 67

2.7.6
Para m.a.s. de tamano n de una poblacién con funcién de densidad

x
f(z|0) = ge—%xz >0, >0,
n
pruébese que el estadistico > X; no es suficiente.
i=1

2.7.7
Para m.a.s. de tamano n de una poblacién con pardmetro de centralizacion

1y de escala o,
1 T —
f(alp,0) = = f ( “)

g g

y dos estadistico 11 y T> que verifiquen
Ti(azy + b, ...,az, +b) = aTi(z1, ..., x,) i=1,2

para cualesquiera valores a,b con a > 0.
a) Pruébese que % es un estadistico ancilario para (u, o).
b) Sea R =X (n) —X(1) ¥ S la cuasidesviacién tipica muestral. Verifiquese

que % es un estadistico ancilario.

2.7.8
Sea N una variable aleatoria que toma los valores 1,2, ... con probabilidades
o0
P1,D2,... con »_ p; = 1. Si primero se observa N = n y a continuacién se
=1

realizan n experimentos de Bernoulli(f) obteniéndose x éxitos. Pruébese,
que, de acuerdo con el principio de verosimilitud, se deberia obtener la misma
evidencia estadistica del par (n,x) que del resultado x.

2.7.9
Para una poblacién, con funcién de masa dada mediante

P{X=-10} =0 P{X =2z[0} = (1-0)*0"I, ;)

con # € (0,1), y una muestra de tamafio 1, jes X un estadistico completo?
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2.7.10
Para m.a.s. de tamano n de una poblacién N(ao, o) donde a es un nimero

n n
real conocido, jes T'(X1, ..., Xp,) = <Z Xi, > Xf) un estadistico suficiente
i=1  i=1

y completo para o?

2.7.11
Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién Uniforme(6,6 4+ 1) con 6 > 0.
a) Encuéntrese un estadistico suficiente para 6.
b) (Es el recorrido muestral R = X(ny — X(1) un estadistico ancilario?
¢) iSe podria generalizar la parte b) a una familia de distribuciones con
pardmetro de localizacién 6, es decir, si F'(z(0) = F(z—0) es R = X(,)—X(q)
un estadistico ancilario?

2.7.12
Para m.a.s. de tamano n de una poblacién, con funcién de densidad dada
mediante f(z]0) = f(xz — 0), se considera el grupo de transformaciones G =
{94(z1, .., xp) = (1 + a, ...,z + a)la € R}. Pruébese que si ExX = 0,
entonces el estimador X es insesgado e invariante para, 6.

2.7.13
Sea X1, ..., X;, una m.a.s. de tamano n de una poblacién de pardmetros de
. <. . . 1 —0
centralizacién 6 y de escala o conocida, es decir f(z]0,0) = +f (£%). Se
quiere estimar el pardmetro 6 y se consideran los dos grupos de transforma-
ciones

G1 = {gac(z1, ..., zp) = (cx1 + @ ...,cxn +a)la € R ¢ >0}

Go ={ga(z1, .., zn) = (r1+ a, ...,z +a)la ER }
Pruébese que los estimadores de la forma T(X) = X + k, con k distinta

de cero, no son invariantes respecto a G y sf lo son respecto a Go.

2.7.14
Dada una observacién X = x de una poblacién con funcién de masa

2] ||
p(z|0) = <§> (1—0) I 1g1y(z) con 0<0<1

a) (Es X un estadistico completo?
b) (Es | X| un estadistico minimal suficiente y completo?
c) {Es el estadistico Z ancilario?

;[ X/IX] st X #£0
10 si X=0
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2.7.15
Se considera una m.a.s. de tamafnio n de una poblacién con funcién de den-
sidad (n0)6"
n
f(z]0) = 71 Iony(r) con 6>1

a) Encuéntrese un estadistico suficiente.
b) (Es el estadistico de a) minimal suficiente? ;Es completo?

2.7.16
Se considera una m.a.s. de tamafio n de una poblacién con funcién de den-

sidad
2z

f(x|9) = 02

Iog(r) con 6>0

a) (Es el estadistico <H X, X(n)> suficiente para 07 ;Es minimal su-
i=1

ficiente?
b) ;Es completo el estadistico X ,,)?

2.8. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

2.8.1
Como la funcién de densidad es

1

2ro

1
e—§|95|2

f(zlo) =

por el Teorema 2.2.1 (factorizacién) se tiene que

f(zlo) = h(z)g(|z||o)

con h(z) = \/% y g(|z|lo) = %e‘émz; luego el estadistico |z| es suficiente.
2.8.2

a) Como X ~ Beta(a, ) su funcién de densidad es,

_ 1 a—1/1 _ .\6-1
f(ac|a,ﬁ)—B(a7ﬁ)x (1-2) 0<z<l,aa>0,6>0
de donde
1 n a—1 n -1
f(l'l, "‘an‘Oé)ﬁ) = B(OZ,B) <7,H1 xl) <7,1_[1(1 - xl))

con 0 < z; <1 paratodoi=1,...,n. Por el teorema 2.2.1 (factorizacién) se

n n
Xi)
1=

. —
tiene que T (1, ...,xn) = (
=1 =1

(1- X,)) es un estadistico suficiente.
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b) Como X ~ Gamma(a,p) la densidad de la poblacién es,

aP

L'(p)

e Pt 2 >0,a>0,p>0

f(zla,p) =

de donde

a™P —ain n p—1
flxy,...,zhla,p) = ——e =1 < xl>
( P) = Fagy) )

con x; > 0 para todo i = 1,...,n. Por el teorema 2.2.1 (factorizacién) el
estadistico suficiente es

N n n
T(X1,...X,) = <H Xi, > XZ'> .
=1 =1
¢) Si X tiene como funcién de masa la de la uniforme discreta entre

N1 y N, la funcién de masa de la muestra es

1 n
P{z1,...,2n|N1, Na} = <m> Iiny 1, o0y () 00, N2} (Z(n))

luego por el teorema de factorizacion el estadistico suficiente es
—
T(Xl, ey Xn) = (X(l)a X(n))

d) Como la funcién de densidad de la muestra es

—ixi—&-n@
flxy, . mp|) = e = Tg 100) (7(1))

el estadistico suficiente, es por el teorema de factorizacién
T(X1,..., Xn) = X1)-

e) La funcién de densidad de la muestra es

1 5.7 > (Inzi—p)?
flz1, ., zp|ppy0) = ——¢ 2t =

n
;0™ (V/2m)"
=1

7

con z; > 0 para todo i = 1,...,n. Por el Teorema 2.2.1 (factorizacién),
si se desarrolla el cuadrado del exponente para separar la dependencia del
pardmetro v de la muestra, se obiene que el estadistico suficiente es

T (X1, ..., Xn) = (Z n?X;, S 1nX,-> .
=1 =1
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f) Al ser la funcién de masa de la muestra

be né
P{xy,...,x,10,p} = (1 —p)'p= 19, 400) (T(1))"

g (x )"9)11 Iz (zi — 2(1))
el estadistico suficiente es

T (X1, Xn) = (X0, ;Xi).

2.8.3
La funcién de densidad de la muestra es

1
[z, ., x,]0) = Wf[e,+oo)($(1))1(—oo,4e] (Z(n))

por tanto, de acuerdo con el Teorema 2.2.1 (factorizacion), es un estadistico
suficiente para 6 -
T (X17 ey Xn) = (X(1)7 X(n))

Para ver que este estadistico no es completo, se comprueba que la funcién

n+1 n+1
f(Xay, X)) = n—+4X(1) - 4n—+1X(n)

tiene de media cero y no es idénticamente nula. Para ello la funcién de
distribucién de X(y) viene dada por

FX(I)(U) = P{X( 1) < u} =1 —Pn{Xl > u}
40 1 n
40 —u
:1—
(%)

con lo que la funcién de densidad de Xy es

40 —u\"!
P =n (T52) Toan(w
y por lo tanto
40 U L
El X = 40 —u)"'d
[ (1)] /9 (3 0) ( u) U
expresion que puede calcularse haciendo el cambio z = 40 — n, con lo que

n 30
W/O (49 — z)z"fldz
_ 9n+4.

n+1

EXq)) =
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Para el cdlculo de la funcién de densidad del maximo X, se utiliza

Fx,(v) = P{)i(n) < v}nz PY{X < 1;}
~(fa) ()

(&MWM:@%ﬂv—@“Upm@)

por lo tanto la esperanza de X(,) es

de donde

460 n
E[X() = /9 v o =0

n 30 -
(30)"/9 v(iv—6)""dv

que con el cambio z = v — 0 puede ponerse

in+1
n+1"

E[X)) =0

Por lo que se sigue que la funcién g(X(l), X(n)) tiene de media cero.

2.84
a) La funcién de densidad de la muestra es

—Zn:zﬁ—n@
f(xl, ,.’En|0) =e =1 I(foo,zu)](e)

de donde de acuerdo con el Teorema 2.2.1 (factorizacién) es X(;) un estadfs-
tico suficiente. Para comprobar que es completo, su funcién de distribucién
es

Fxo (y) =P{Xu) <yt =1-P{Xy >y} =1-P{X >y}
=1-(1-F(y)"

con F(y) =1 —e ¥+ para y > 6, de donde f(y) = ne"(e_y)f[97+oo)(y). Se
debe comprobar si de la expresién

+o00
A o) f(y)dy =0

para todo € > 0 se sigue que la funcién g es nula casi seguro Py. Pero dicha
expresion implica que ha de ser

+oo
/ g(y)e”™dy =0 para todo 6,
0
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sin mds que aplicar, que en general si la funcién f(z, #) es integrable respecto
ax

d b(0)

0 (z,0)dz = f(b(6),0)V'(0) — f(a(0),0)a’(0)
a(0)

b(0) o o\
+/(1(9) %f(l', ) xZ.

De donde se sigue que g(6)e™™? = 0 para todo 6, por lo que g(#) ha de ser
cero. Se hace notar que se ha hecho la comprobacién solo para las funciones
g(y) que sean integrables Riemann, desde un punto de vista préctico esta
matizacién no tiene interés, ya que las funciones que son integrables Riemann
son virtualmente cualquier funcién que se pueda ocurrir, una demostracién
més rigurosa ha de basarse en la Teorfa de la Medida y se saldria fuera de
los prerrequisitos previstos para este libro.

b) En virtud de la parte anterior bastard comprobar que la cuasi-
varianza muestal es un estadistico ancilario para 6, ver definicién 8.3.1, ya
que de acuerdo con el Teorema 2.3.2 (de Basu) un estadistico suficiente y
completo X (1) y un estadistico ancilario 52, han de ser independientes.

Si se expresa la cuasivarianza muestral como

1 »n 1 & —
2 _ X2 _p_ —9))?
S_n_lgjl(xz X) n—lz-:El(XZ 0—(X-0))
1 n
= S(Zi - 7)?
P )

las variables aleatorias Z; tienen distribucién independiente de 0 ya que es

f(210) = f(2]0) = e "Iy 100) ()
como se comprueba facilmente.

2.8.5
Mediante la definicién de suficiencia, basta ver que

flzr, oy xn) f(21, ooy Tno1|®1, oy Tn)
f(:vl,...,:ljnil)

C f(@1]0).f(zal0)

 f(@1]0) .. f(zn1]0) f(@n0)

la distribucién condicionada depende de 6; luego el estadistico no es sufi-
ciente.

f(xlv "'7xn|x17 ...,.7}",1) =

2.8.6
De acuerdo con el Teorema 2.2.2 (caracterizacién de estadisticos minimal
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suficientes), el cociente

no =g e
€Tie =1
f([L‘], ,$n|9) _ 11;11 !
f(ylavyn|9) n 7% Zy?
H yie =1

n n
es independiente de § cuando > z? = 3 y2. Luego es
i=1 i=1

n
T(X1,.. X)) = 3 X?
=1

n
el estadistico minimal suficiente, como el estadistico > X; no es funcién de
i=1

(-1,0,...,0) e ¥ = (0,1,0,...,0) dan la

n

> X2 ya que los puntos T =

i=1

misma imagen por el segundo estadistico y son distintos para el primero, se
n

tiene que el estadistico > X; no es suficiente.

i=1

2.8.7
a) Por las propiedades de T; y T, se sigue que

Ti(x1,...,2n)  Ti(axy +0,...,ax, + b)

To(x1, ey xyn)  To(azy +0b,...,az, +b)

si se hace el cambio a las variables Z; = ﬁ;ﬁ cuya densidad es f(z]0,1) se
tiene que el cociente

Tl (CL(O’ZI + /L) + b7 ceey Cl(O'Zn + H)b)
TQ((Z(O’Zl + /1’) + bv ceey CL(O’Zn + M) + b)

_ aJTl(Zl, veey Zn)
acTo (21,5 2n)

es ancilario para (u, o).
b) Mediante la notacién
R(X1, 0y Xn) = Xmy — X(1)

S(X1, s Xy) = \/n L - é(Xi _X)p

se cumple la parte a) paraTy = R Th = S, ya que

R(aX1 +b,...,aX, + b) = CLX(n) +b— (aX(l) + b)
= CL(X(n) - X(l)) = aR(Xl, ,Xn)
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! i (aX; —aX)?

n—1:=1

S(aXi1+b,...,aX,+b) = \/

n

:a\/ ! Z(Xi—Y)ZzaS(Xl,...,Xn)

n—13

y por lo tanto R/S es ancilario para (u, o).

2.8.8
Si primero se observa N = n y a continuacién se realizan n experimentos de
Bernoulli(0), es p(n,z) = p,6*(1—0)"* donden >« y p, = P{N =n}.
De otro lado, si directamente se observan x éxitos en n experimentos de
Bernoulli(f), es p(z) = (7)6%(1 — )" se sigue que ambas funciones de
verosimilitud difieren en (Z) Pt que no depende de 6, luego Ev(Ey, (z,n)) =
Ev(Es, ).

2.8.9

El estadistico g(X) = X tiene de media cero y no es nulo

Eg[X] = -0+ (1— 0205 i = —0+ (1 — 0)%05(9)
=1

donde
50) = 30 = 7
=R
por lo que S’(6) = (1_10)2
1
EgX]=-0+(1-0)2*——==0
01X = =0+ (1= ) =5
luego X no es un estadistico completo.
2.8.10
Es suficiente, ya que
1 - ; i(alczfoza)2
flz1, .. zn|0) = ———e =
(V2mo)"
| e yeagtiadn
— e i=1 i=1
(V2mo)”

y por el Teorema 2.2.1 (factorizacién)

(2

— n LA
T(X1,.0 Xn) = Xi, > X;
=1 =1

es un estadistico suficiente.
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Sin embargo no es completo para ¢, ya que como

E {Z Xi] = nao
i=1

n 2 n n
E <Z Xi> =FE | X+ Y XX, | =(1+no’)o’n
i=1 i=1 =1
(2 2 J
la funcién )
N 1 n 1 n
T)= ——= X, ——— S Xx?
9T = T3 (2 > a2

no es nula y tiene de media cero para todo o.

2.8.11
a) Como la funcién de densidad de la muestra es

f@1, s 2nl0) = Tig 21 (@) ey 041 ()

es claro, por el teorema de factorizacién, Teorema 2.2.1 que el estadistico

T(X1, ..., Xn) = (X(1), X(n)) es suficiente.

b) Se debe encontrar la distribucién del recorrido muestral, esto puede
hacerse calculando la distribucién conjunta de (X(l),X(n)) y por ejemplo
un cambio a (R, X(l)), para pasar a obtener la distribucién marginal de R.

Sin embargo es mas cémodo observar que

0+1
P{R<r}= /9 fxi@)P{z = Xqy <r}de

como
=(z—0)" sioze(0,0+1)
resulta
fx (@) =n(z - 9)n71[[9,0+1] (z)
ademds
P{X(l) > .CC*?”} = Pn{X > .CE*?”}

=0+1—z+r)" si z€(0,0+1)

es

0+1
P{Rgr}zn/ (z—0)""Y0+1—x+7r)ds
0

expresion que mediante el cambio y = x — 6 se convierte en

1
P{R<r}= n/ y" (1 —y+)"dy
0
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que no depende de 6, luego el estadistico recorrido muestral es ancilario.

c¢) Desde luego que en el caso de la distribucién uniforme U (6,60 + 1)
con >0 es F(x|0) = Iy (x —0), luego 0 es un pardmetro de localizacion.
En el caso general en que F(z|0) = F(xz — 0), se puede observar que

P{R <710} = P{X(n) — X(1) < 7|0}

si se hace el cambio Z; = X; — 0, se tiene que Z(,) — Z1) = X(n) — X(1) ¥
evidentemente que la distribucién de las variables Z; es independientes de
0 ya que

P{Z<z}=P{X-0<z}=P{X<z+4+0}=Fx(z+0)=F(z)

donde esta tltima distribucién es F'(x|6), que obviamente es independiente
de 6. Por ultimo si la distribucién de las v.a. Z; es independientes de 6
también lo es la distribucién de Z(;) y de Z,).

2.8.12
Para ver que X es un estimador insesgado, como Ey[X] = Ey[X] se tiene

Ey[X] :/xf(a:ﬁ)d:c

si se hace el cambio y =z — 0

Ey[X] = / (v + 0)f(y)dy
=0

al ser Eo[X]|=0.
Para ver que X es invariante se observa que si X se distribuye segin 6,
9a(X) = X + a se distribuye mediante g,(0) = a + 6, luego

Tga(X) = T(X1 + e, Xy + a)
= yn +a
y por otro lado
_ - _ =
9aT(X) =7,(X)
= Yn + a.
2.8.13

La transformacién que se corresponde con g, () = cx+a es g, .(0) = a+0c,
yva que la densidad de y = cx + a es
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Por lo tanto, para ver si el estimador X + k es invariante, se tiene que
— —
Tgac(X)=cX +a+k,
por otro lado
_ — _ p—
Ga,cT(X) =G o(X + k)
=a+ (X +k)c

con lo que el estimador X + k no es invariante si k es distinto de cero.
Por el contrario, la transformacién g,(z) = x + a, es claro que g,(6) =
a + 6, de donde
N
Tga(X) = T(Xl +a,..., Xn + CL)
X+k+a,

mientras que
— —_
9.T(X) =7,(X + k)
=a+X+k

y se sigue, que los estimadores de la forma X + k, son invariantes por el
grupo Gs.

2.8.14
a) X no es un estadistico completo, ya que
0 0
g(=1)5 +g(0)(1 - 0) + g(1)5 =0

es equivalente, a que para todo 6 ha de ser

29(0) +0[g(=1) —29(0) + g(1)] = 0

con lo que g(0) =0, g(—1) = —g(1). Por tanto la funcién g(x) = |z| no es
nula y tiene de media cero.

b) Por el Teorema 2.2.2 (caracterizacién de estadisticos minimal sufi-
cientes), la relacién que permite colocar a dos puntos x,y en la misma
clase, debe ser

(g)‘f‘ (1 _ 9)1—\x|

(g)ly\ (1 o) = glzl=lvl(1 — g)lvI=l=l

y esta expresion es independiente de 6, si y solamente si |z| = |y|, luego el
estadistico |X| es minimal suficiente. Ademads este estadistico es completo,
ya que toma los valores

IX| = 0 con probabilidad 1—0
"1 1 con probabilidad
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luego si existe g(]z|) de media cero para todo 6, ha de verificar
9(0)(1 = 0) +9(1)0 =0

de donde g(0) =0 y g(1) = g(0); g es la funcién cero.
¢) El estadistico Z no es ancilario ya que su distribucién es

-1 conla P{X=-1}= g
Z=4¢ 1 conla P{le}:%
0 conla P{X=0}=1-6

que obviamente depende de 6.

2.8.15
a) La funcién de densidad muestral viene dada por

n

(In e)w;x" n

f(@1, . xn]0) = REH l;[1 I(0,1)(:)

pertenece a la familia exponencial uniparamétrica, es decir es de la forma

c(O)h(T e OTL(T)

n

con c1(0) =Inf y Ti(Z) = > ;, por lo que de acuerdo con el Teorema
i=1

2.2.1 (factorizacién), T} es un estadistico suficiente.

n
b) El estadistico Ty(@) = Y. X; es minimal suficiente, ya que
i=1

por pertenecer la distribucién muestral a la exponencial uniparamétrica con
c1(d) = Inf 6 > 1, contiene un vector de dimensién uno linealmente
independiente, es decir un escalar distinto de cero, véase el Teorema 2.2.3.

Por dltimo, T es completo, ya que de acuerdo con el Teorema 2.3.1
(existencia de estadisticos completos), la imagen de # > 1 por Inf contiene
un rectangulo de R! es decir, un intervalo.

2.8.16
a) La funcién de densidad muestral es

F(@1, oy 2n]0) = (3>n

-(#) |

luego de acuerdo con el Teorema 2.2.1 (factorizacién), X(,,) es un estadfstico

<
DO
=

n
z; [T L0,6) (i)
1 =1

s

I
—

n
suficiente y si se anade el estadistico J[[ X; también es suficiente.
i=1
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De todas formas parece intuitivo que la informacién que suministra este
ultimo es redundante y que el estadistico minimal suficiente va a ser X,).
FEn efecto si se aplica la condicién necesaria y suficiente de construccién de
la particién minimal suficiente, consiste en hacer que la siguiente expresién
sea independiente de 6

==

—
B
~—

>
N

=] sl

” LY,y 00) (0)

|

&
Il
MR

que obliga a que X(,) = Y(,).

b) Para ver la completitud, al depender el soporte de la distribu-
cién muestral de 6, no se estd en la familia exponencial, luego se procede a
comprobarlo directamente pasando por la distribucién de T' = X,

0 si t<0
Fx,, () =3 (5)*" si te(0,0)
1 si t>6

luego se trata de ver, si de la expresién

0
/0 9(t)fx,,,(t)dt =0 V6 >0

se sigue que g es la funcién cero. Es decir se tiene que
0
/ t>"lg(t)dt =0 VO > 0.
0

Si se deriva respecto de 0 y se utiliza la regla de derivacién dada en el
Ejercicio 2.8.4, parte a), se obtiene que ha de ser

g(0)0* =0 Vvo>o0.

Ahora bien, como 62" !es un polinomio de grado 2n — 1, a lo més tiene
2n — 1 soluciones luego para que el producto sea cero para todo 6 positivo,
ha de ser g(f) = 0, por lo que X(,,) es un estadistico completo.






Capitulo 3

ESTIMACION PUNTUAL
PARAMETRICA

3.1. INTRODUCCION

En los capitulos anteriores se ha visto, cémo reducir adecuadamente la
informacién suministrada por la muestra. En éste capitulo se va a estudiar
c6mo se puede estimar el valor de 6 desconocido con el que ésta se distribuye.
Para ello dada la familia de distribuciones de probabilidad mediante P =
{f (Z]0) |0 € ©} se introduce la siguiente definicion:

Definicién 3.1.1 (estimador por punto)
Dada la muestra (X7, ..., X,) de una poblacién con distribucién de proba-
bilidad que se supone pertenece a P = {f(z1,...,2,]0)|0 € O}, se llama
estimador por punto de € a cualquier funcién medible T' que aplique el
espacio muestral X', X = (X3,..., X;;) de muestras posibles, en el espacio
paramétrico, es decir

T:X—0

En algin contexto se puede estar interesado en una funcién del pardametro
h(0) en lugar del propio valor 6, en estos casos se supondréd automaticamente
la sustitucién de 6 por h(6).

Un estimador por punto, es pues un estadistico que se emplea para de-
terminar el valor desconocido 6.

Ejemplo 3.1.1
Si la familia de distribuciones de probabilidad es P = {6*(1—-0)" 1o 1;(2)|0 €
(0,1)}, con m.a.s. de tamano n, un estimador por punto para ¢ es

1 n
T(X17 7Xn) = g Z X’L
i=1

95
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La Definicién 3.1.1. es vélida para el caso en que el pardmetro de interés
sea k-dimensional, sin méds que considerar 7'y © como k-dimensionales.

Ejemplo 3.1.2
D 1" 5 S (Xi—p)? + :
SiP = {<_> e 20 |p e R0 €R } un estimador puntual para

2mo

— — —
0 = (u,0?) viene dado por T (X1, ..., X») = (X, S?), con

— 1= 1
X=—-3X y =

ni=1 n—1;3

En muchos casos existirdn candidatos obvios a ser estimadores, pero con
frecuencia también se dispondra de distintos estimadores para un mismo
problema.

3.2. PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES

En esta seccion se introducen una serie de propiedades, que en determina-
dos contextos, parecen razonables que tengan los estimadores. No obstante,
no hay una mejor propiedad a solicitar y en general distintos marcos reales
aconsejan demandar distintas propiedades.

3.2.1. Estimadores centrados

Parece deseable que si se utiliza un estimador varias veces en una misma,
situacion, la media del valor que se utiliza respecto a la distribucién de la
muestra, sea el valor que se quiere estimar.

Definicién 3.2.1.1 (estimador centrado) .
T es un estimador centrado para h(f) cuando EpT(X) = h(6) para todo
0 €o.

En general se llama sesgo de un estimador para 6 a la diferencia

bo(T) = EyT(X) — 0

Ejemplo 3.2.1.1
Para cualquier poblacién que tenga media, la media muestral X es un esti-
mador centrado de h(f) = E[X] puesto que EyX = E[X].

De hecho se tiene que Elay] = ai, luego el momento muestral de orden &
respecto al origen, es un estimador centrado del momento poblacional de or-
den k respecto al origen de la poblacién. En general no es cierto un resultado
andlogo para los momentos respecto al centro ya que para el momento de
orden 2 respecto al centro precisamente se ha introducido la cuasivarianza
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(X; — X)?, para que E[S?] = 02, véase la Proposicién

M:

muestral S% = Ll

1.2.2.

Ejemplo 3.2.1.2
Para muestras de tamano uno de una poblacién de Bernoulli(f), con 0 €
(0,1), no existe estimador centrado para h(f) = 6%, pues deberia ser

=1

T(1)0 +T(0)(1 — ) = 6*

para todo 6, lo que es obviamente imposible, ya que un polinomio de grado
dos puede tener a lo mds dos raices distintas.

Ejemplo 3.2.1.3
Para muestras de tamafio uno de una poblacién de Bernoulli(d), con 0 €
[0, 1] existe un estimador centrado para h(6)=6, ya que ha de ser,

T(1e+T0)(1—-0)=146
para todo 6, y esto lo satisface el estimador 7'(0) =0, T'(1) = 1.
[ ]

Los dos tltimos ejemplos, ponen de manifiesto que pueden no existir
estimadores centrados y que si T es un estimador centrado para 8, h(T) no
tiene por qué ser un estimador centrado para h(6).

El siguiente ejemplo muestra que, en determinadas situciones, un esti-
mador centrado puede resultar absurdo.

Ejemplo 3.2.1.4

Para una poblacién de Poisson(f), con 6 € (0,00), si se quiere estimar la
funcién h(0) = e 3 con muestras de tamafio uno mediante un estimador
centrado T, éste debe cumplir

7
0 709

Ze

(i) = ™

o lo que es lo mismo

% ¢ % ¢ i
£ 370 = £ 52

con lo que T(i) = (—2)! es el estimador centrado que es negativo para los
valores impares de 4, con lo que de hecho T no es un estimador de h(6)

]

El que un estimador sea insesgado depende de su distribucién en el
muestreo, sin embargo cuando se emplea el valor particular del estimador,
éste s6lo depende de la muestra particular observada. La concrecién matemati-
ca de esta idea, lleva a la nocién del principio de verosimilitud, véase la Sec-
cién 2.5.1, que dice béasicamente, que un estimador sélo debe depender del
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— . ., . . . .
valor & observado. Se recoge a continuacién el siguiente ejemplo relacionado
con estas ideas.

Ejemplo 3.2.1.5

Para estimar el voltaje promedio 6 de un circuito eléctrico se realiza una
observacién de una v.a. X con distribucién N(6,09) con o conocida, ob-
servandose que la lectura es de 200 voltios. Un estimador centrado de 6 es
X, por tanto cuando el tamafo es n = 1 la propia observacién X es el
estimador centrado. Supongamos que al examinar el aparato més detenida-
mente se ve que no marcaba por encima de 250 voltios, es decir que la lectura
tiene una distribucién normal truncada por X < 250, al haber cambiado la
distribucién de la poblacién, X ya no es un estimador centrado de 0, a pesar
de que seguro que la lectura de 200 ha sido hecha correctamente.

|

Por otro lado es conveniente en algunas situaciones trabajar con es-
timadores centrados o faltos de sesgo. Asi en una situacién en la que se
disponga de los estimadores 17,75, ..., T), si se retne la estimacién de 6, que

_ n
da cada uno de ellos, en el estimador T = % > T;, v todos son insesgados
i=1

_ - n
para 6, T también lo es. Como V[T| = n—12 > V[T;] si todas las varianzas de
i=1

los estimadores estdn acotadas, por ejemplo por o2, se sigue que V[T] < %2

expresién que tiende a cero cuando n aumenta, por lo que la distribucién
de T se concentra en el valor  que se quiere estimar; por el contrario si los
estimadores hubieran tenido sesgo, el estimador T se hubiera concentrado
alrededor de su media 6 + b(#) y habria sido inadecuado.

3.2.2. Estimadores consistentes

Otra propiedad deseable que puede exigirse a un estimador, es que tienda
al valor que se quiere estimar, cuando el tamano muestral crece. Es impor-
tante subrayar dos aspectos relacionados con esta propiedad, el primero, es
que se trata de una propiedad asintética y el segundo, que depende de la
manera en que se concrete el tipo de convergencia a utilizar. Es usual uti-
lizar la convergencia en probabilidad y en este sentido se utiliza la siguiente
definicién:

Definicién 3.2.2.1 (estimador consistente)
Una sucesién de estimadores T,, = T(Xy,...,X,,) es consistente para el
pardmetro 6 si para todo 6 € © la sucesién T,, converge en probabilidad 6 a
0, es decir, si para cualquier € positivo se tiene

lim P{|T, — 0] < &0} =1

para todo 0 € ©.
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Ejemplo 3.2.2.1
Si el pardmetro 6 es el momento poblacional respecto al origen de orden k,
es decir § = ay, entonces el momento muestral respecto al origen de orden

n
k oap,=42< > Xk es un estimador consistente.
n i i
1=

|
Una condicién suficiente de consistencia viene dada por el siguiente enun-
ciado:

Proposiciéon 3.2.2.1
Si T, es una sucesién de estimadores tales que para todo 6

Wm Ey[Tp] =6  lfm V[T, =0

n—oo n—oo
entonces la sucesién de estimadores es consistente.

Demostraciéon: Ya que para cualquier ¢ se tiene
P{|T,, — 0] > ¢|0} < e 2Ep[(T,, — 6)?]

y si se suma y se resta Eyp[T,,] en la expresion del cuadrado del segundo
miembro, se obtiene que

P{|T,, — 6] > |0} < e 2[Vo[T0] + (ET, — 6)?]

expresion que, en virtud de las hipétesis, tiende a cero cuando n tiende a
infinito.
|

Se observa que la proposicién dice que si la sucesién de estimadores tiene
asintéticamente sesgo cero, es decir, nh_% b(T,,0) = 0, y la varianza de la

sucesion tiende a cero; entonces la sucesion de estimadores es consistente.

Ejemplo 3.2.2.2
Con m.a.s. de tamafio n de una poblacién de Bernoulli(6), el estimador

7= 5 (S %+1)

:TL+2 1

es consistente para 6. Ya que

1
lim E[T,] = 1im 2L _ g
n—00 n—oo N 4+ 2
Y (1 —0)
7z _ z n - _
A Vi) = i rap =0

por lo que aplicando la Proposicién 3.2.2.1 el estimador es consistente.
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3.2.3. Estimadores bayesianos

En algunas situaciones, se puede tener informacién suficiente sobre el paré-
metro 6, como para poder considerar a este una variable aleatoria. Inicialmente
la incertidumbre sobre 6 puede modelizarse por una distribucién de probabili-
dad, que recibe el nombre de distribucion inicial o a priori, y que se denotara
por a(6), una funcién de masa o de densidad segiin proceda. Cuando se obser-
va una muestra, se calcula la distribucion final o a posteriori mediante

w(0) f(x1, ..., 2n|0)

m(xla 7$n)

(3.2.3.1) w(0|z1, ..., xn) =
donde m es la llamada distribucion predictiva, dada por

m(a:l,...,xn):/@ﬂ(ﬁ)f(xl,...,xn|0)d0

La idea es que antes de tomar la muestra, la informacién sobre 6 viene
dada por 7(0) y tras la experimentacién se debe utilizar 7 (0|1, ..., ). El es-
timador bayesiano de 6 es toda la distribucién final y por extensién cualquier
medida de centralizacién correspondiente a esta distribucién.

Ejemplo 3.2.3.1

Si la informacién sobre 6 para una poblacién de Bernoulli(f) viene recogida
por (0) = I(o,1)(0), tras de observar una m.a.s. de tamafio n la distribucién
final viene dada por

7T(0|$1> (X3) xn)

n
S a3
1

(1-6) 1 In(9)
B(Z xﬁ-l,n—Z z;+1)
T T

n n
luego la distribucién a posteriori es una Beta(6] > x; + 1,n — > z; + 1).
1 T

|

FEl sentido de los estimadores bayesianos es que toda la informacién so-
bre 0, una vez que se observa la nuestra estd contenida en la distribucién
final. Es decir, para los estimadores bayesianos la distribucién en el muestreo
no tiene demasiado interés, el protagonista es la distribucién final y se tra-
baja condicionado por la muestra (z1,...,x,) particular obtenida. Véase el
principio de verosimilitud en la Seccién 2.5.1.

Todos los elementos que han sido estudiados en el capitulo anterior es-
taban referidos a la distribucién en el muestreo, por lo tanto no se aplican
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a los estimadores bayesianos. Lo tinico que hay que anadir es que, dentro
de los estadisticos, el concepto de estadistico suficiente admite una defini-
cién diferente mds adecuada al contexto bayesiano pero que es equivalente
en condiciones muy generales al concepto de suficiencia desarrollado en la
Seccién 2.2, véase Lehman (1986) pég. 21, y que se pasa a estudiar.

Definicién 3.2.3.1 (estadistico suficiente bayesiano)

T(X1,...,Xp) es un estadistico suficiente bayesiano para la familia P =
{f(7']0)|0 € O} si, cualquiera que sea la distribucién inicial 7(), se tiene
que la distribucién final dada por la muestra y por el valor del estadistico
son la misma. Es decir, w(0|z1, ...,2,) = w(0]t) con T(z1,...,z,) = t.

|
Asi, en el Ejemplo 2.2.6 para el modelo de Bernoulli(f) el estadistico

T(x1,....,on) = > x; es suficiente en el sentido bayesiano respecto a la dis-
i=1
tribucién inicial 7(6) = I(o,1)(¢), pues

m(0t) = TS

m(t)
_ lonyO(Hera-or
Ty (heta—on—tds

expresion que coincide con 7w (6|z1, ..., Tp).
De todas formas ambas definiciones de suficiencia son equivalentes.

Proposicién 3.2.3.1

Decir que T'(z1, ..., T,) es suficiente para 6 en el sentido de que la distribucién
de probabilidad de la muestra condicionada por el estadistico es independi-
ente de 6, es equivalente a que para cualquier distribucién inicial 7(0) sea
w(0|z1, ..., xn) = w(0|t) con T(z1,...,x,) =t.

Demostracién: Si T es suficiente de acuerdo con la Definicién 2.2.1,
teniendo en cuenta que f(7'|0) = f(t|0)f(Z|t,0) y que f(Z'|t, #) no depende
de 0, se tiene

701, e 20) = m(0)f(t10)f(Z|t,0)
T R 0) f(tl6) (TN, 6)do

de donde O £(L10)
™ t
0 e Tp) = ——2———— = 7(0|t).
ﬂ-( |$1, y L ) f@w(e)f(t\ﬁ)dﬁ 7T( ‘ )
Reciprocamente
f(l’l, 73771‘9) _ 7r(0\a:1,...,x;)gn(m,...,acn)
= %Eﬂo_ﬁzm(mlu 7:13”)
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el primer factor de este producto depende de 0 y de la muestra sélo a través
de t y el segundo depende tnicamente de la muestra, luego se tiene la fac-
torizacién en funcién de T', con lo que T es suficiente.
|

A continuacién se recoge el cédlculo de las distribuciones finales para
algunos modelos usuales.

Ejemplo 3.2.3.2

Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién de Bernoulli(f), si se supone
que la informacién inicial sobre 6 viene dada por la funcién de densidad
Beta(ag, ), es decir

1

™) = a0 o)

901 (1 — 0%t con 6 € (0,1),

como

Flarseeszalt) =0 (1= 0) "

se obtiene como densidad final
9040+ZIZ‘—1 1— 9 ,60—‘,-7’7,—21‘1'—1
w(0|z1,...,xn) = ( )
Blag + Y w4, B +n — > xi)

que es una Beta(ay, ;) con pardmetros

oq:ozg—i—Za:i
ﬂ1:ﬁ0+n—zxi

Ejemplo 3.2.3.3
Si la poblacién es N (6, o) con o conocida y la distribucién inicial sobre 6 es
N(pg,00), se tiene que

1 eiéw—;m?
V2moyg
1 >” —55 D (i—0)?
e 1

2no

m(0) =

f(xl, ,l’nlg) = <
con lo que la funcién de densidad final serd, de acuerdo con la expresién

1 (9—u.)2
e 203(0 o) 6_#2(%'—9)2
w(0|x1, ..., Tn)

T e a0’ i (@0
Jige e ™0

db
Como por otra parte, dada una v.a. N(E, \/V) se sigue que

+oo 2
(3.2.3.2) / e w0 = V2rV/Ver v

—00
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expresion que permite calcular la integral que aparece en el denominador de
la distribucién final, y como

- 2§% (9272/109)67 53 (62 —270)

= “1( L T g2 koL T g
fj—;oe 2(0%+02/n) +(03+02/n) do

e

(0|7

se obtiene, con el concurso de (3.2.3.1), que

111
V o ot o%/n
E  ug T

Vo3 o%/n

de donde la funcién de densidad final es N(p;,01) con

Ho T
o2 + o2/n
aC S W
o2 o2/n

1

— —(Uig . J2l/n)1/2.

La media p; de la distribucién final se puede poner como media pon-
derada de la media de la distribucién inicial y de la media muestral, en la
forma

2 no?
M = 2 2M0+ 2 0 21’.
0%+ noyg 0° +noyp

Ademass si og tiende a infinito la media de la distribucién final tiende a ser
T, es decir cuando la informacién inicial es muy pequenia, el efecto de la
distribucién a priori practicamente no se refleja en la distribucién final.

Cuando la varianza poblacional o2 tiende a infinito la media muestral,
informa poco del valor de 6 y la media de la distribucién final, tiende a
aproximarse a la media de la distribucién inicial.

]

Como se ha visto en estos ejemplos, facilita bastante los célculos, el
hecho de que la distribucién inicial y final pertenezcan a la misma familia
de distribuciones. Por este motivo se introduce el siguiente concepto.

Definicién 3.2.3.2 (familia conjugada)

Una familia de distribuciones iniciales P = {7 (f|@’)|@ € A} se dice conju-
gada de la familia de funciones de masa o de densidad de la poblacién P =
{f(7|0)|60 € O}, cuando para cualquier distribucién inicial perteneciente a
P, la distribucién final también pertenece a P cualquiera que sea la muestra
obtenida. Es decir, si la distribucién inicial es w(0) = 7(0| @) la distribucién
final es 7(0|7) = 7(0]@1) con @y y @1 pertenecientes a A.
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|

De acuerdo con la definicién, la familia Beta es conjugada de la familia
de Bernoulli y la familia normal es conjugada de la familia normal. De todas
formas, la eleccién de una familia conjugada para un problema particular, no
debe apoyarse en la facilidad de célculo, sino en ver si algin miembro de la
familia conjugada recoge correctamente la informaciéon que se tiene sobre el
pardmetro. En la prictica el problema con la aproximacién bayesiana suele
ser que la utilizacién de distintas distribuciones iniciales, con la misma infor-
macién muestral, lleva a diferentes distribuciones finales. Frecuentemente, si
el tamano muestral es grande, las distribuciones finales serdn muy parecidas.
Como pone de manifiesto el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.2.3.4

La proporcién de enfermos 6 en una determinada colectividad, puede ser
modelizada mediante una v.a. con distribucién Beta. Si de estudios previos
puede suponerse que 6 tiene distribucién Beta(a = 5,8 = 10) y al observar
una m.a.s. de tamano n = 100 se observan 20 individuos enfermos, el esti-

100
mador bayesiano serfa, de acuerdo con el Ejemplo 3.2.3.2, 7(0| > z; = 20)
1

una distribucién Beta(|a; = 25, 8; = 90). Nétese que la distribucién inicial
Beta(f|la = 5,5 = 10) cumple que P{0 < 0’5} = 091, P{0 < ('3} =0'416
y P{6 < 0'8]} = 0199. Si se hubieran escogido unos pardametros ini-
ciales de & = 5y 8 = 15 en ese caso la distribucién inicial hubiera dado
P{6 <05} =099, P{6 <03} =0718 y P{6 <08} =1, con lo que

la distribucién final hubiera sido Beta(f|a; = 25, 5; = 95), en ambos casos
100

la probabilidad final P{0 < 0’5 Y z; = 20} es aproximadamente uno. Con
1

frecuencia suele ocurrir que la informacién muestral domina a la informacién
inicial, como ha ocurrido aqui, de cualquier forma la informacién inicial ha

de ser escogida cuidadosamente de acuerdo con la informacién disponible.
100

Si se resume la distribucién final por su media E [6 > X, = 20} se obtiene
i=1

0’217 para la primera distribucién inicial y 0'208 para la segunda, dos valores

muy parecidos.

3.3. CRITERIOS DE COMPARACION DE ES-
TIMADORES

Las propiedades estudiadas de los estimadores sirven para restringir la
bisqueda de los adecuados a las distintas situaciones. En general el conjunto
de los estimadores disponibles suele ser amplio, por lo que se hace necesario
disponer de criterios para poder comparar y eventualmente quedarse con un
estimador.



ESTIMACION PUNTUAL PARAMETRICA 105

La rama de la estadistica que se ocupa de manera extensiva de evaluar
los distintos procedimientos estadisticos, es la teoria de la decisién, sin em-
bargo se van a ver aqui como introduccién dos criterios de comparacién de
estimadores: el del error cuadrédtico medio, adecuado para los estimadores
contemplados de acuerdo con la distribucién en el muestreo y el de la pérdi-
da final esperada, adecuado para los estimadores bayesianos, aquellos en los
que el pardmetro es considerado como una variable aleatoria con distribucién
inicial.

3.3.1. Error cuadratico medio

El criterio del error cuadratico medio compara estimadores promediando
alguna medida de precisién respecto a todas las muestras posibles.

Definicién 3.3.1 (error cuadritico medio)
Dado el estimador T'(X1, ..., X;,) de 6 se llama error cuadrético medio (EC'M)
a la expresién funcién de 6

(3.3.1.1.) ECMy(0) = Eg[(T — 6)?]

El ECM es la media de los cuadrados de las diferencias entre los valores
que se estiman para 6 y el valor del pardmetro. En general cualquier funcién
positiva seria vélida para ser utilizada en la Expresién (3.3.1.1), pero la
cuadrética, por la facilidad de su tratamiento analitico, y porque puede ser
interpretada en funcién de la varianza del estimador y de su sesgo, es la més
usada.

|
En efecto, se comprueba fdcilmente que

ECMr7(0) = Varg[T) + b3[t]

el ECM es la suma de la varianza del estimador y del cuadrado del sesgo.
Por lo tanto si el estimador es centrado el EC' M coincide con la varianza
del estimador.

Ejemplo 3.3.1.1
Para una poblacién de Bernoulli(6), con m.a.s. de tamano n el ECM de X
coincide con su varianza y vale

(1 - 0)

n

ECMx(0) =

Ejemplo 3.3.1.2
Con m.a.s. de tamafio n de una poblacién N (u, o) se sabe que los estimadores
insesgados de ambos pardmetros son X para py S2 para o2 respectivamente.
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De donde
— 0'2
ECM~(p) = Var[X] = g
9 4
ECMyw%:vaﬂznfl

Si se emplea como estimador para o2 la varianza muestral by = %

X)? que es sesgado, con sesgo

n—1 4 2_ O

beba] =
se tiene que

2(n —1)ot 1 9ap—1
ECsz(Uz):u—i-U—: nn2 ot

-

S
I
—_

(Xi —

con lo que el estimador sesgado by tiene menor EC'M que el estimador

insesgado 52, cualquiera que sea el valor de o2.

Fl ejemplo anterior muestra, que en algunos casos, de acuerdo con este
criterio, puede ser mejor utilizar estimadores con un pequeno sesgo siempre

que permitan una mayor reduccién de la varianza.

Ejemplo 3.3.1.3

Para el caso normal de varianza conocida, se pueden comparar los siguientes

estimadores para la media 6, mediante el criterio del EC M.

— — — n — —
T(X)=X T(X)=Y eX; T(X)=3 Tu(X)=3
nz:l
Z C; = 1
i=1
con lo que se obtiene
ECMy, (0) = < ECMr,(0) = oY ¢
(1 2 i=1
ECMz(0) = (3 =9)"  ECMg,(0) = 12 + L(3 - 0)

X +

N[
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ECM

1/2

Figura 8.5.1.1. Comparacion de los ECM correspondientes a varios
estimadores en el Ejemplo 3.8.1.3.

El estimador T lleva a excluir al estimador 75, de acuerdo con la Figura
3.3.1.1, sobre todo a medida que el tamano muestral aumenta.

|

En general, una vez que se introduce un criterio, éste permite excluir a los
estimadores inadmisibles. De acuerdo con el criterio del EC' M un estimador
T' es inadmisible si existe un estimador T tal que EC My () < EC My (0)
para todo 6 perteneciente a © y para algin valor de 0 la desigualdad es
estricta. No obstante suele ocurrir, como en el Ejemplo 3.3.1.3, que no es
posible quedarse con un tnico estimador como el mejor, por este motivo lo
que se hace es utilizar el criterio en la clase més pequena de los estimadores
que tengan una propiedad que sea deseable para el problema con que se esté
trabajando.

3.3.2. Pérdida final esperada

El criterio de la pérdida final esperada compara estimadores promedian-
do las diferencias entre el valor del estimador y el valor del pardmetro res-
pecto a la distribucién final sobre los distintos valores de 6. Es adecuado
por tanto cuando se tenga informacién sobre el pardmetro que permita con-
siderar a éste como una variable aleatoria con informacién inicial dada por
m(0) es decir, esta indicado este criterio para estudiar los estimadores desde
el punto de vista bayesiano. A tal fin se introduce la siguiente definicién.

Definicién 3.3.2.1 (pérdida final esperada)
Dado el estimador T'(Xj, ..., X,,), la distribucién inicial 7(6) y definida la
funcién de pérdida L(t,6), donde ¢ son los valores que toma el estimador, es
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decir T'(x1, ...,x,) = t. Se define la PFE7 o el riesgo a posteriori como
(3.3.2.1) PFETZE[L(t,0)|X1 =2x1,...,Xp Z.Z‘n]

donde dicha esperanza estd calculada respecto a la distribucién final dada
por w(0|x1,...,xy).

Se observa que el valor de la muestra es fijo y que la variable aleatoria
es 0, a diferencia de lo que ocurre con el EC'M; donde la variable aleatoria
es el estadistico, véase la Expresion (3.3.1.1).

|

Cualquier funcién positiva es vilida como funcién de pérdida, pero suele
trabajarse con la pérdida cuadrética. De hecho cuando no se diga que fun-
cién de pérdida se toma para el cdlculo de la PF'E se entenderd la pérdida
cuadratica.

FEn general mediante la PF'E se obtiene un tnico nimero, por lo que
siempre es posible comparar los estimadores, téngase en cuenta que el punto
muestral es fijo, por este motivo en gran cantidad de situaciones puede de-
terminarse el estimador éptimo mediante este criterio, que recibe el nombre,
por extensién, de estimador Bayes, o estimador bayesiano, véase la Seccién
3.2.3.

Ejemplo 3.3.2.1

Para una poblacién de Bernoulli(6), con m.a.s. de tamano n, pérdida cuadréti-
ca e informacién inicial dada por una distribucién Beta(ag, 8y) se sabe,
por el Ejemplo 3.2.3.1, que la densidad final para 6 viene dada por una
Beta(ay, 1) donde los pardmetros son

n n
ar=ao+x y Br=B> i+l
1 1
por lo tanto

PFEp = E[(t — 0)?| 7]

2z o ., —
expresion que se hace minima como funcién de ¢ cuando es t = E[0| 7] , la
media de la distribucién final, véase el Ejercicio 3.8.11, y para dicho valor es

a1

P = T B Bt D)

con lo que el estimador Bayes es

n
ap+ Y X;
T

T(Xy,.,.X,)=——
(17 ) ) OZO‘l‘Bo‘i‘n

la esperanza de la distribucién final.
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Ejemplo 3.3.2.2

Para una poblacién N(6,0) con o conocida con m.a.s. de tamano n y
funcién de pérdida cuadritica, si la informacién inicial viene dada por una
N (pg,00), se sigue, de acuerdo con el Ejemplo 3.2.3.1, que la densidad final
es N(uq,01) donde

= Lo/ 0f + nT/o? 52— 1
! 1/03 +n/c? ' 1/02 +n/o?

por lo tanto el estimador bayesiano es y; y la PFE,, = a%. Si se toma como
funcién de pérdida L(t,0) = |t — 6|, entonces

PFEr = E[|t —0|| 7]

expresion que se hace minima para la mediana de la distribucion final, véase
el Ejercicio 3.8.14, por lo que el estimador bayesiano es

T(Xb 7Xn) =M

la mediana de la distribucién final, véase la Expresién (1.3.2.1).

3.4. ESTIMADORES CENTRADOS DE MINI-
MA VARIANZA

Se va a tratar ahora un caso, histéricamente el primero, en el que si se
restringe la clase de estimadores a utilizar, el criterio del error cuadritico
medio, permite escoger un estimador éptimo. La clase va a ser la de los
estimadores centrados y por tanto el EC'M coincide con la varianza del
estimador.

Desgraciadamente, y con frecuencia, la clase de estimadores en que se
busca el 6ptimo queda muy reducida.

Definicién 3.4.1
Si se nota por h(#) la funcién a estimar y se considera la clase de estimadores

Uy = {T(X1, ..., Xn)|EgT = h(0) con EpT? < +00 V0 € O}

Se llama estimador centrado de minima varianza (ECMYV') al estimador T’
de esta clase tal que para cualquier otro T” perteneciente a U, cumpla que
Vo[T| < Vp[T'] para todo 6 perteneciente a ©.

|
El siguiente teorema recoge una caracterizacién del ECMV.
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Teorema 3.4.1
Dada la clase U}, de la Definicién (3.4.1) que para h = 6 se convierte en la
clase

Uy = {f(X1,...Xn)|Eof =60 con Eypf? <400 Vbec O}

entonces, el estimador T perteneciente a la clase U}, es el estimador éptimo
con el criterio del EC'M si y solamente si Ep[Tf] =0 para todo § de © y
para toda funcién f perteneciente a Uy.

Demostracién: Sea T éptimo. Si f(Z') € Uy y es Eg[f?] = 0, entonces
f es cero casi seguro y por tanto sea o no T el estimador éptimo es Ey[T f] =
0. Se puede entonces suponer que Fy| f2] es estrictamente mayor que cero.
Si Ey[Tf] es distinta de cero para algin valor 6y, se puede construir un
estimador con varianza, en el punto y estrictamente menor que 7T. Sea
T+ \f.

‘/90 [T + )‘f] = Eﬂo[(T +Af— EGOT - >‘E90f)2] = Eeo[(T - E@oT + )‘f)2] =
= Vo T] + X* gy f* + 2XEg, [(T — Eo, T) f]

y por ser Eg [f] = 0 se puede poner
Voo [T + Af] = Voo [T] + N2 Eg, f% + 2XEg, [T f].

Como Ejy,[T'f] es distinta de cero se tiene que si Ey,[T'f] < 0, entonces
) Eo,Tf .
para cualquier A € (0, —2 E9° 72 ) se sigue que
0]

(3.4.1) N2 Eg, f2 4+ 2\Eg, [Tf] < 0
con lo que, al menos para ese g, es

Voo [T+ Af] < Vi, [T7.

Bo, Tf 0)

Si por el contrario es Ep, [T f] > 0, entonces para cualquier A € (—2 By 5
0

se obtiene también (3.4.1) y la conclusién es la misma.

Reciprocamente, si se supone que para cualquier f € Uy y cualquier 6
es Ey[Tf] =0 para algun estimador T de Uy, se sigue que T es 6ptimo en
Uy. En efecto para T” cualquier otro estimador perteneciente a Uy, T — T'
pertenece a la clase Uy ya que

Eo[T —T') = h(0) — h(6) = 0
y

(3.4.2.) Eo[(T — T')?) = Eo[T? + Ep[T"?] — 2E,[TT"],
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el segundo miembro de (3.4.2) estd acotado, ya que Ty T" pertenece Uy,
y Ey[TT'] estd acotada también ya que si se denota por p el coeficiente de
correlacion lineal es

ny _ Eo[TT'] — h2(0)
)= a2 <

En virtud de la hipétesis, si se considera como f a la diferencia T — T,
habra de ser

Eo[T(T = T")] =0

o lo que es lo mismo
Ey[T?) = Eo[TT]

de donde se sigue que Vy[T] = Covy(T,T") y por lo tanto

Po (T7 T/) =

Covg(T,T")  ( V[T)\ M/
VeI VeI (%[T’]) =1

luego Vy[T] < Vp[T"].
|
Como subproducto de esta demostracién se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.4.1
El ECMYV es tnico.

Si existieran dos T' y T” por la tltima parte de la demostracién del
Teorema 3.4.1 serfa Eg[T(T — T")] = 0 y por lo tanto el coeficiente de
correlacion lineal habria de ser

po(T,T') =1 para todo 6 € ©
o lo que es equivalente 7" = a(0)T + b(6), por lo que
Ep[T"] = E|[T] + b(0)

o bien

h(0) = a(0)h(6) + b(0).

De donde ha de ser b(f) = 0 y a(d) = 1, con lo que T" ha de coincidir
casi seguro con 1" para todo 6.

Corolario 3.4.2
Si T (7)) y To(T') son ECMV para hy(6) y ha(0) respectivamente, entonces
biT1 () + baTo(@) es el ECMYV para la funcién de 6 byhi(6) + baha(6).
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Demostracién: Basta observar que para cualquier f € Uy se tiene

Eo[(0iTh + boT) f] = biEg[T1 f] 4+ ba Ey[To f] = O.

|
Mediante el Teorema 3.4.1, es posible obtener el ECMV como ponen de
manifiesto los dos ejemplos que siguen.

Ejemplo 3.4.1
Para una poblacién de Bernoulli(), puede verse que

Up = {0(z) = 0}.

Es decir, el unico estimador insesgado de cero es la funcién cero; luego
cualquier estimador insesgado de 6, por ejemplo T(X) = X, es el ECMV
para 6. Ademds no hay otro por ser éste tinico.

Ejemplo 3.4.2

Con muestras de tamano uno de la distribucién uniforme discreta y para
6 = N, es facil ver que T(X) = 2X — 1 es un estimador insesgado de N,
como la clase Uy solo contiene a la funciéon cero, T' es también el EC MV para
N. Si ahora se elimina de la familia de distribuciones discretas la distribucién
correspondiente al valor ng de N, puede verse que

Up = {cero, f. con c€ R}

donde
0 si z#mng,no+1y xz=1,2,3,..
fc(m) = c si x=ng
—c si z=ng+1
Luego T'(X) =2X — 1 no es el ECMYV para N, ya que

2c
ng+1

Eno+1[<2X - 1)fc(X)] =

y de acuerdo con el Teorema 3.4.1, si fuera 6ptimo, esta esperanza deberia
haber sido nula. Sin embargo si se define W(ng) = W(ng+ 1) = 2ngp y se
deja igual que antes en los restantes valores. W(X) = 2X —1, se comprueba
que es 6ptimo, para la nueva clase de distribuciones (las uniformes discretas
menos la correspondiente al valor ng). Este es un ejemplo de la existencia
de estimador éptimo sin que exista estadistico completo, véase la Definicién
2.3.3.

FEl siguiente enunciado permite excluir a ciertos estimadores como can-
didatos a 6ptimos.
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Teorema 3.4.2
El ECMYV ha de ser funcién simétrica de las observaciones.

Demostracion: en otro caso el estimador
— 1
T= — S Tr(X1, e Xn),
n! 5

donde 7 es una permutacién de los n primero nimero naturales y entendi-
endo como T (X1,...,X,,) el valor del estadistico T' en la muesta obtenida
al permutar lo indices de acuerdo con 7, es un estimador mejor que T

Es claro que E[T] = E[T] = h(0) y que

— 1
VolT] = —5 ¢ 22 VolTx] + X2 Covg(Tr, Tiw)
(n') ™ e =d
y como
Covg(Tr, Ty
pp(T, Tor) = —otle L)

Vol Tl VolTw])'/? —

se sigue que
COU@(TTH Tﬂ'/) <V [T}

con la desigualdad estricta a no ser que 7' sea simétrico. Entonces se tiene
que

V[T < ﬁ (V[T + nl(n! — 1)V, [T]}
= S VITI(1 4t — 1) = Vo[T]

y T’ no serfa 6ptimo.
|

Un método para encontrar el ECMYV consiste en restringirse a los es-
tadisticos que sean funcién del estadistico suficiente, como demuestra el si-
guiente enunciado.

Teorema 3.4.3 (Rao-Blackwell)

Para estimar h(#) se nota por Uy, como en la Definicién 3.4.1, a la clase de
los estimadores centrados de h(6) con varianza finita, si S es un estadistico
suficiente y T" pertenece a la clase Uy, entonces E[T'|S] es un estimador de
la clase Uy, tal que

(3.4.3) Vo(E[T|S]) < V[T

para todo 6 perteneciente a ©. Ademsds la igualdad en (3.4.3) se verifica si
y s6lo si E[T|S] coincide casi seguro con 7' respecto a todo 6 perteneciente
a 0.
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Demostracion: se tiene que
(3.4.4) Ey[T) = EpE[T|S] = h(6),

donde se observa que en (3.4.4), la esperanza respecto a la distribucién de T
condicionada por S es independiente de 6, por ser .S un estadistico suficiente.

De acuerdo con la desigualdad de Cauchy-Schwarz que dice que para dos
v.a. X e Y se tiene que

F%[XY] < E[XYE[Y?]

(véase Rao (1973), pég. 54), se sigue que E[T|S] es un estimador de la clase
Uy, pues
E%[T|S] = E*[T x 1|S] < E[T?|9]

de donde EyE2[T|S] < EyE[T?|S] = EoT? expresion que es finita por
pertenecer T a la clase Up, . Ademds como E[T|S] y T tienen ambos de
media h(6), se sigue, de la tiltima desigualdad restando h?(6), que la Expre-
sién (3.4.3) es cierta.

Por dltimo si es E[T|S] = T se da la igualdad en (3.4.3) y reciproca-
mente, si es

Vo(E[T|S]) = Vo(T)

es porque
E?[T|S] = E[T?|S].

Entonces si se efectia el desarrollo de

Ey[(T - E[T|S])?] = EoT? + EoE*[T|S] — 2E[TE[T|S]]

(3.4.5) = 2E,T? — 2E4[TE[T|S]]

como

E[TE[T|S]] = EyE[TE[T|S]|S] = EyE*[T)S]
= EyE[T?|S] = EoT?.

Luego (3.4.5) es cero y por tanto T ha de coincidir casi seguro con E[T|S].
|

Decir que T'y EI[T|S] coinciden, es equivalente a decir que T" es funcién
de S.

Por otro lado la hipétesis de suficiencia del estimador S sélo se utiliza
para poder considerar a E[T'|S] como un estimador. Realmente el teorema
dice que, dado un estimador 7', al tomar la esperanza condicionada por un
estimador, en este caso S, la varianza de T' disminuye.

Ademss, salvo tecnicismos matemdticos, todo se ha reducido a ver que

(3.4.6) Varg|T] = Var(E[T|S]) + Eg(VarE[T|S])



ESTIMACION PUNTUAL PARAMETRICA 115

donde el segundo sumando del segundo miembro es evidentemente no nega-
tivo y por tanto la varianza del estimador E[T|S] es siempre menor o igual
que la varianza del estimador T

La relacién entre la ausencia de sesgo y la propiedad de completitud
viene recogida en el siguiente enunciado.

Teorema 3.4.4 (Lehmann-Scheffé)

Dada la familia de distribuciones de probabilidad de la muestra P = {f(Z'|0)|0 €
©}, si para estimar h(f) la clase Uj, es no vacia y existe un estadisti-

co S(Xi,..., X,,) suficiente y completo, entonces F[T|S], para cualquier T
perteneciente a Uy, es el ECMV  para h(6).

Demostracién: Basta observar que para cualquier estadistico T” perteneciente
a Uy, por el teorema de Rao-Blackwell

Vo E[T'|S]] < Vo[T']

y, como E[T’|S] es un estadistico funcién de S, que es completo, ha de
coincidir con E[T'|S], con lo que el estimador E[T'|S] es 6ptimo.
]

Se observa entonces que siempre que exista un estadistico completo y
suficiente, el estadistico funcién de él que sea centrado para la funcién a
estimar, es el estimador 6ptimo en la clase de los estimadores centrados,
pero es a costa de que la clase de los centrados funcién del suficiente y
completo sélo contiene a un elemento, que obviamente es el éptimo.

Ejemplo 3.4.3

Con m.a.s. de tamano n de una poblacién de Poisson(6), para encontrar el
n

estimador 6ptimo para 6, en la clase de los centrados, se tiene que S = > X;

=1
es un estadistico suficiente que también es completo, pues

1
P{X) =m1,... X, =x,|0} = e Wm0 L m:

—

=1

es una familia exponencial uniparamétrica, por el Teorema 2.2.1 S es sufi-
ciente y In # contiene un abierto de R, luego por el Teorema 2.3.1 es completo.
Ademas como
n
Ey [Z Xi:| =nb,
i=1
resulta que X es funcién del estadistico suficiente y completo, luego es el
6ptimo para su media, que es 6.
Si se quiere el ECMYV para h(6) = e=? , es decir para la probabilidad de
que la variable aleatoria valga cero, se debe encontrar un estimador insesgado
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T()—f) de h(0), para luego calcular E[T'|S] que serd el estimador 6ptimo de
acuerdo con el Teorema 3.4.4.

Un mecanismo simple para encontrar un estimador insesgado en estas
situaciones, consiste en utilizar estimadores de la forma

. 1 s1 X1 =0
T(X17"'7Xn) { 0 si Xl # 0

con lo que obviamente

EoT = Pp{X; =0} =¢7?

y todo se reduce a obtener E [T

ZXi—8:| —P{Xl—O
1

2=,

Pero

P{X —O}P{iXi—s}

-]
k

y como > X; tiene distribucién de Poisson(kf) , se llega a que
i=1

P{X1:0

S xi= s} -

[n_lﬁ&

n

B|r

ZXi = 8:| =
1
es el ECMYV para h(f) = e.

Ejemplo 3.4.4
Para m.a.s. de tamano n de una poblacién exponencial de pardmetro

f(x|0) =0e7, >0, conf >0

si se pretende encontrar el estimador 6ptimo entre los insesgados para 0,
n

puede comprobarse que S(X1, ..., X)) = > X; es un estadistico suficiente y
i=1
completo, y que su esperanza es 7. Por lo tanto X es el ECMV  para su

media, h() = 5. Sin embargo como se necesita un estimador insesgado para

0, puede ponerse que

1 Foo o"
Ey | — =/ sl e fsgnlgg
Z Xi 0 F(’I’L)

=1
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n

ya que > X; tiene como distribucién una Gamma(a = 6,p = n). Si se
i=1

utiliza la igualdad

+o00o
/ e P tdy = a PT(p)
0

se sigue que

1 6"
_ = — —(Tl—l) — =
— F(n)e I'(n—1)
> X

i=1

n—1

de donde 2=L es el ECMV para 6.
> X
=1

Ejemplo 3.4.5

Para determinar con m.a.s. de tamaifio n de una poblacién de Bernoulli(6) el
ECMYV primero para la funcién hy(f) = 6 y después para ho(6) = (1 —06);
se observa que

P{X1=m1,..., X = 2|0} = (1 - 0)" exp {(111 1 ’ 7) > xz]
-0 i3

n
con lo que es facil verificar que S = > X; es un estadistico suficiente
i=1

y completo. Luego X es un estimador centrado para hi(f) y por tanto el
ECMYV para 6. Para la funcién ha(0) = P{X; = 1, X3 = 0|6} todo se reduce
a encontrar E[T'|S] con

1 si X1=1 y X2=0
0 en el resto

T(X17 7Xn) = {
como

P{X;=1,X,=0[0}P{> X; = s — 16}
3

P{ix,- — 56}

se sigue, utilizando que > X; se distribuye segun una Binomial(n — 2,60),
3
que

B|r

éXi‘s}‘ﬁ

con lo que % es el ECMYV para ha(0) = 6(1 —0).
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Ejemplo 3.4.6
En el caso de m.a.s. de tamano n de una poblacién normal, la funcién de
densidad de la muestra es

2ro

1 [ zn:(ﬂ?rli)z
(3.4.7) F (@1, ey |, 0%) :< > e 27T

n
por lo tanto, si la media y es conocida, el estadfstico > (X; —u)? es suficiente
1

n
y completo para o?; luego %Z (X; — 1)?  que es centrado y funcién del
1

suficiente y completo, es el estimador éptimo.
Si el pardmetro de interés continua siendo o2, pero la media pu es
desconocida, se puede poner (3.4.7) en la forma

(3.4.8) f(xl,...,$n|/,b,0'2)—( = > e DI DL

2ro

Se trata de la familia exponencial biparamétrica y se tiene que el es-
tadistico T(Xl, ey Xp) = (Z X,,ZX2> es suficiente y completo para

N
0 = (u,0?), verifiquese. Luego por el Teorema 3.4.4, la cuasivarianza mues-
tral, que puede escribirse como

n 2
5 = [z X2 - (£x,) /n] ,
n—1 1
es el estimador 6ptimo para 2.

Si el pardmetro de interés es ahora p, con o
(3.4.7) en la forma

2 conocida puede ponerse

n
Ty
=1
)

n
1 > e 20‘ 20‘2 ZZ 0

2mo

(3.4.9) (@1, oy |, 0%) = <

que es una familia exponencial uniparamétrica. Se sigue que T'(X7, ..., X;,) =
n

3" X; es un estadistico suficiente y completo para j, luego X que, es funcién
1
de T y es insesgado, es el estimador éptimo para p. Por iltimo, cuando

ambos parametros son desconocidos, la Expresién (3.4.8) permite afirmar
que (X,S?), que es funcién del estadistico suficiente y completo, y que es
insesgado para (i, 0?) es el estimador éptimo.

3.5. COTA PARA LA VARIANZA DE UN ESTI-
MADOR

Se va a estudiar en esta seccién un procedimiento indirecto para encon-
trar el estimador 6ptimo, mediante el criterio del ECM en la clase de los
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estimadores insesgados. La idea es lograr una cota alcanzable para la vari-
anza de cualquier estimador insesgado, de manera que cuanto més préxima
sea la varianza de un estimador a la cota, mejor serd el estimador con que
se estd trabajando.

Con el fin de obtener esta cota, es necesario introducir ciertas condiciones
de regularidad, sobre la familia de distribuciones de probabilidad; la primera,
béasicamente, dice que el recorrido de la poblacién no puede depender del
pardmetro 6 a estimar y la segunda, relativa a la clase de estimadores a
utilizar, exige que la derivacién e integracién conmuten. Mds concretamente,
han de satisfacerse las dos condiciones siguientes:

R1) El conjunto
S ={(z1, ..., xn) € X|f(2x1,...,2,]0) > 0}

sea independiente de 0 y que para todo 0 exista %f(ml, ey T |6).
Al conjunto S se le denomina soporte de la distribucién f.

R2) Para la clase U}, de los estimadores insesgados de la
funcién de interés h(6) que tienen varianza finita, ha de cumplirse

que
d
— | T(z1, .., zn) f (21, ..., Tp|0)dx1...dy,
de J»
0
:/ T(:rl,...,mn)%f(azl,...,mn|9)d:1:1...d:cn
X

y que esta expresion sea valida también cuando T'(x1, ..., z,) = 1,
aunque obviamente la unidad no es un estimador centrado de la
funcién de interés.

Se llama informacién de Fisher, que sobre 6 suministran m.a.s. de tamano
n a la expresion

(3.5.1) 1.(0) = E,

a 2
<% lnf(Xl,...,Xn0> 1

que alternativamente puede ponerse como

) 2 1

Se ha empleado notacién de funcién de densidad, los mismos requisitos
han de cumplirse para funciones de masa.

En la préctica es interesante, sin comprobarlo directamente, saber que
las condiciones R1) y R2) son satisfechas. Asif si la funcién de masa o de
densidad de la muestra es exponencial uniparamétrica, es decir

F(@1, s Tn|0) = c(O) (21, ..., 2y )T O )



120 INFERENCIA ESTADISTICA

siendo 7(f) una funcién derivable en © tal que 7/(0) # 0 para todo 6 € ©,
entonces se cumplen las dos condiciones de regularidad, (puede verse en
Bickel y Doksum (1977) pag. 127).

Teorema 3.5.1 (cota de Fréchet-Cramér-Rao)
Si se verifican las condiciones de regularidad R1) y R2) y la informacion de
Fisher es I,,(0) < 400, se tiene que la funcién h(0) a estlmar es derivable y

que para cualquier estimador de la clase Uy, = {T( )|E9T( ) = h(6) con
EpT? < +00} se cumple

(W (0))? < Vy[T)1,(0) VO €.

Ademas, la igualdad se da, si y solamente si, existe una funcién K(9)
tal que

% In f(7|0) = K(O)[T(Z) - h(9)] VOecoO.
Demostracién: Para ver que h(6) es derivable como es
Ep[T(X)] = h(0)
por R2) se tiene que
(3.5.2) R(0) = / T(7)=f(7T)0)dT
x 00

bastard acotar el valor

— - - 1/2
o [T @)l 1R 10| < (olr30) " (Bl m s K10

y en virtud de las hipétesis, estos dos productos estdn acotados.
Por otro lado, a partir de la igualdad

/ flx1, .oy zy|0)day...dx, =1
X

se sigue, derivando en los dos miembros y usando la condicién R2), que

(3.5.3) {589 In f(X|9)]

Obsérvese que también es necesaria la condicién R1) para la obtencién
de esta expresion. Si se calcula la covarianza entre T(7) y 86 In f(2']0), se
tiene que

In f(Z9)

gl

(3.5.4) Covg (T()_f), % In f(?w)) = E, [T(}‘f)
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ya que por la Expresion (3.5.3) la media de la segunda variable es nula.
Por la Expresion (3.5.9) se sigue que (3.5.4) puede ponerse como

0

Covyg (T(f), 20

-
in 7(16)) = (0
luego utilizando que el cuadrado del coeficiente de correlacién es siempre
menor o igual que 1, ha de ser por (3.5.3)

W) < VHlT) . Byl(-o 1o £(X]6))?

Con lo que se tiene la primera parte del teorema.

Ademsds, por las propiedades del coeficiente de correlacion, la desigual-
dad se convierte en igualdad si y solamente si, para cada 6 las variables
% Inf(Z'|0) y T(Z) estén relacionadas linealmente. Es decir

9. z
55 0/ (T10) = A®) + BOYT(T)

y va que el primer miembro tiene de media 0, véase (3.5.3), se puede tomar
K (0) = B(0) con lo que se obtiene la expresién deseada.
|

Se observa que si la informacién de Fisher I,,(0) es cero también lo es
R'(0) y en caso contrario, dividiendo en el enunciado de la Cota de FCR por
1,,(0) se sigue que
7' (0)]?

I(0)

Es claro, que cuando I,,(6) sea grande la expresién del segundo miem-
bro de esta acotacién serd pequena y por tanto se puede interpretar, que
en ese caso, los estimadores de U, tendrdn menor varianza, al menos como
cota inferior, por lo que se puede decir que el experimento da mayor infor-
macién sobre la funcién del pardmetro h(6). Esto constituye una primera
justificacién de por qué se llama informacién a la expresion I,,(0).

VolT] >

Corolario 3.5.1
Bajo las hipétesis del teorema anterior, si h(6) = 6, es decir se toman los
estimadores insesgados para 6, se tiene que

V1] > Int 5
El cédlculo de la informacién de Fisher, I,,(0) puede hacerse mediante
(3.5.3) I,(0) = nl(0)
ya que

0 no 9
2 In f(z1,...,2,|0) = ;:1 2 In f(z40).
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Si se eleva esta tltima expresién al cuadrado y se emplea (3.5.3) para
cada i, se sigue que al ser la m.a.s., la esperanza de los productos cruzados

es nula y por lo tanto
o 2
<% lnf(Xi|9)> ] :

Esta expresion, completa el significado de I,,(#), ya que parece légico
pensar que la informacién suministada por m.a.s. de tamano n sea n veces
la informacién que suministra una muestra de tamano uno.

Ey

P e
<%lnf(X1,---,Xn|9)> ] :Z;Ee

Ejemplo 3.5.1
Con m.a.s. de tamano n de una poblacién de Bernoulli(#), para el cdlculo

n
de la Cota de FCR para los estimadores de 6, se tiene que con y = > x;
i=1
dichos estimadores han de verificar

n

> T(y)6"(1— )" = .

y=0
Se sigue, que por ser ambos miembros polinomios en 6
&S T - 0" = 3 T() o (071~ )"
do ;=o 00 ’

y=0

luego se satisfacen las dos condiciones de regularidad. Alternativamente se
trata de la familia exponencial uniparamétrica con 7’(6) no nula.

<% In P{X|H}ﬂ

( X -4 )2 _ ValX]
0(1-06)) |  0*(1—0)2
con lo que es I1(6) = ﬁ y por lo tanto I,,(0) = 6(1-0)"

Entonces o1 0
Cota de FCR = (—_),
n

Li(0) = Ey

se convierte en

Eq

de donde se deduce que el ECMYV para 6 es X, , que es el estimador que
tiene dicha varianza.

Si se puede derivar otra vez la Expresién (3.5.2) (més adelante se verdn
condiciones bajo las que esto es posible) se tiene que

2

(3.5.6) 1,(0) = —Ep {% In f()_(>|9)}
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expresion que con frecuencia es més fécil de calcular.
En efecto, para obtener (3.5.6) basta utilizar que

0 1 0

(3.5.7) S F(F0) = W%f(?w)

si se deriva (3.5.7) respecto a 6, y se multiplica por f(Z'|f) , queda

2 2 2
o (10| 710 = 8@ - (5 (10)) (/410

06? aeﬁf
a 2
( 2 lnf(X|9)> 1

pero por la hipétesis de regularidad, el primer sumando del segundo miembro
es nulo.

e integrando en 7' y utilizando 3.5.7

2

B [ 2 (0] = B [ 22 (K10)] - B

Ejemplo 3.5.2
Para una poblacién de Poisson(f), con m.a.s. de tamafio n, si se quiere
estimar 6, se tiene

Inp(z|0) = —60 + nlnf — In !

con lo que
0 x
20 lnp(x|) = -1+ 2
y o
1
de donde se deduce que
By |2 px10)] = — Ly = 2
(% 892 np 92 0 0

y por tanto es I1(6) = %. Véase que existe regularidad suficiente.

Se ha obtenido entonces que I,,(0)=% y la Cota de F C’R— . Luego
el estimador X cuya varianza coincide con la Cota es 6ptimo. Vease el
Ejemplo 3.4.3.

Corolario 3.5.2
Bajo las hipdétesis de regularidad del Teorema 3.5.1, suponiendo vélida la

Expresién (3.5.6) y si existe algin estimador T(?) de la clase Uj, cuya
varianza alcance la Cota de FFC'R, ha de poderse factorizar

nIl(H)
h'(0)

(3.5.8) % In f(Z]0) = [T(Z) — h(9)].
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Demostracién: por el Teorema 3.5.1 la Cota es alcanzable si
0
5 0/ (F10) = KO)[T(T) — h(0)],

derivando respecto de 0 se tiene

o N / — /
5 f(T]0) = K'(0)[T(Z) — h(0)) — K (O)W(6)
y si se toman esperanzas
0? = ,
By [@ 1nf(X|0>} — K@) (6),
o lo que es lo mismo
K(9) = I,(0)  nli(0)

|

La Expresién (3.5.8) permite construir directamente el estimador T', la
funcién h(0) y el valor de la Cota a menos de constantes aditivas y multi-
plicativas.

En el Ejemplo 3.5.1 es

0 - no1 n 1
%IDP{X = x|9}—i;:vz§— <n—g:1xl> T—¢

n
sacando factor comun ) X;, se puede poner
i=1

— —
%lnP{X = 7|0} = ﬁp{ — 0]
luego X es el ECMV para h(d) = 6 y la Cota de FCR vale w. Se
observa que se pueden multiplicar y restar X y @ por sendas constantes con
lo que se mantendria la factorizacién dada en (3.5.7).

Todavia se puede concretar més respecto a poder alcanzar la Cota de
FCR, pero ésto estd relacionado con que la familia de distribuciones de
probabilidad sea la exponencial uniparamétrica con minimas suposiciones
adicionales, lo que resta importancia a este método para construir ECMV'.

Teorema 3.5.2

Si la familia de distribuciones de probabilidad verifica las condiciones de
regularidad R1 y R2 y la Cota de F'C'R es alcanzable, entonces la familia es
exponencial uniparamétrica, es decir se puede escribir como

(3.5.9) F(T0) = c(0)h(T)e™OT(T)

y ademds es T el estadistico que alcanza la Cota.
Reciprocamente, si la muestra se distribuye mediante (3.5.9) con 7'(9)
no nula, entonces T alcanza la Cota de FCR.
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Demostracion: si se alcanza la Cota, por el Teorema 3.5.1, ha de ser
0
5 0 /(F16) = K(O)[T(Z) - h(6)]
integrando respecto de 6 se obtiene
In f(Z'|0) = AO)T(Z') + B(O)R(Z)

que equivale a
F(Z10) = eBORE) AOT(E)

Reciprocamente, si f(7'|0) es de la forma (3.5.9) se sigue que

9 =iy _ <(0) / —
%lnf(m\e) —%+W(0)T(x)

que es de la forma

donde K(0) = 7(6) y h(6) = —559075-
|

Para el Ejemplo 3.5.1 con m.a.s. de tamafio n de una poblacién de
Bernoulli es

n
S 3
1

P{Xlle,,Xn:on}:@ (1—9) 1

expresion que puede ponerse alternativamente como
(1 — g)reln(5)] Z
luego 7(0) = In %, 7'(0) = ﬁ que no es nula y h(f) = —nf. Se trata
pues de la familia exponencial uniparamétrica, 7(0) tiene derivada no nula,
luego es > X; el ECMV que alcanza la Cota para h(0) = n.
Condiciones méds generales que las dadas por R1 y R2 y que aseguren
que se satisfacen las dos hipétesis de regularidad, pueden verse en Lehman

(1959) pag. 52-53. En esencia si ¢(@') es una funcién acotada, la funcién de
0 dada mediante la integral

/ S(T)TE (VT
X

es una funcién analitica. El teorema recogido en Lehmann de hecho es més
general, pero aqui s6lo se necesita para la familia exponencial uniparamétri-
ca, que es para la que se puede alcanzar la Cota de FCR.
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Ejemplo 3.5.3
Para m.a.s. de tamafio n de una distribucién de Poisson(#), por pertenecer

la distribucién de Poisson a la familia exponencial y darse las condiciones

de regularidad, pues 7'(6) = % con

n

1 (IHH)in
P{X|=x1,.., X, =x,|0} =e ™ —e i=1
1

Al tomar logaritmos y derivar se obtiene

8 - — 777,_
%lnP{X =70} = E[X—Q}

luego, a menos de constantes, X es el ECMYV para 0, y

nIl(H)
h'(0)

= 71[1 (0)

vale 5; luego la Cota de F'C'R para los estimadores insesgados de 6 es

1) = £,

n n

[ |
Atn existiendo FCMV puede ocurrir que éste no alcance la Cota.

Ejemplo 3.5.4
Para m.a.s. de tamanio n de una distribucién exponencial de pardmetro
0, f(z]0) = 0e7% con x > 0 6 > 0, se puede ver que se satisfacen las

condiciones de regularidad y que I,(0) = 6%—. Sin embargo es T = %—3%

. 2
el ECMYV para 6 con varianza %. Lo que ocurre es que de acuerdo con

el Corolario 3.4.4, la Cota de FCR es alcanzable para la funcién % por el

estimador X y vale —.

Pese a estas limitaciones se introduce el siguiente concepto.

Definicién 3.5.1 (estimador Eficiente)
T lo es para una familia P = {f(2'|0)|6 € O} y para la funcién h(f), si su
varianza alcanza la Cota de FCR y el estimador tiene de media h(6).

|

Realmente sélo tendria sentido su cédlculo en la familia exponencial uni-
parameétrica y para la funcién h(f) conveniente.

A pesar de todo, y principalmente por motivos histéricos, se sigue usando
el concepto.
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Definicién 3.5.2 (eficiencia de un estimador)

Se llama eficiencia de un estimador insesgado para la funcién h(f), a la
expresion

W' (0))°

efo(T) = ———=

Jo) =7, el

Es decir, es el cociente entre la varianza minima y la varianza del estimador.

|
Claramente la eficiencia es siempre menor o igual que 1 y un estimador
eficiente, alcanza la Cota de FFCR y tiene de eficiencia 1.

Ejemplo 3.5.5
Para la distribucién de Poisson(f), se tiene que X para estimar 6 tiene
Eo[X| =0, Vo[X] =2,y que I,(h) < %, véase el Ejemplo 4.5.3, luego

n

=

efo(X) = — =1

3
Sl

y el estimador X es eficiente.

3.6. METODOS DE CONSTRUCCION DE ES-
TIMADORES

Anteriormente se han estudiado las propiedades que deseablemente ha de
tener un estimador, se van a estudiar ahora métodos que permitan construir
estimadores en situaciones bastante generales y que en contextos amplios
den lugar a estimadores con buenas propiedades. Se supondrd el esquema
habitual, una familia de distribuciones de pgbabilidad sobre una poblacién,
de manera que se desconozca un pardmetro § € © C R". Se trata de obtener
estimadores ?(Xl, ..y Xp) para 9 o para alguna funcién vectorial F(?)

3.6.1. Meétodo de los momentos

Este método es debido a Karl Pearson e histéricamente fué el primero que
se utilizé de forma sistemdtica para ajustar pardmetros de distribuciones a
colecciones de datos. Se recuerda que oy, = E[X*] es el momento poblacional

n
de orden k respecto al origen y que ax = % > Xz-k es el momento muestral
1

de orden k respecto al origen. Para poner de manifiesto la dependencia del
momento oy respecto del pardametro, se escribird ap = ag(61,...,0,). El
método de los momentos para construir estimadores consiste en resolver en
01,...,0, el sistema

(3.6.1.1)
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cuyas soluciones se denotan por 51(X1, oy Xn), ...,@(Xl, oy Xp).

Ejemplo 3.6.1.1

Para m.a.s. de tamano n de una poblacién de Bernoulli(f) en este caso
=1, 1(f) = 0y a; = X, por lo tanto 9 = X es el estimador por el

método de los momentos.

Ejemplo 3.6.1.2
Para una poblacién con distribucién de Poisson(f) se necesita una séla

ecuacion, a1 (f) =0 vy a3 = X luego el estimador es 6 = X

Ejemplo 3.6.1.3
Para una poblacién X con distribucién N (i, o) con ambos pardmetros des-

—
conocidos 0 = (u,0) es r = 2 y se debe resolver el sistema

W=
§2 =

R

ix

loquellevaai=X y o = /by ladesviacién tipica muestral % S(Xi— X)?

[

Algunas veces, por comodidad, se igualan r momentos centrales en lugar
de los momentos respecto al origen, por lo que el procedimiento de cons-
truccién dado por las ecuaciones (3.6.1.1) no ha de ser tomado de forma
estricta.

Si se es_t)zi interesado en una pagmletrizacién diferente, es decir en lu-
gardeen 6 = (01,....0,) en @(0) = (101, s 0r)5 oy 0 (01, .., 7)) s
pueden estimar previamente los r pardmetros mediante 61, ...,6, y tomar
como estimadores de @ (p1(01,...,6,), ..., 0,.(01, ...,0)), 0 bien se pueden
expresar los momentos poblacionales «y, en funcién de (¢4, ..., ¢, ) y resolver
las ecuaciones en ¢y, ..., ¢,. Es decir (3.6.1.1) tomaria la forma

(3.6.1.2) (i

)
=1,..,7

<Pr) = ak }

con lo que se obtendrian los estimadores

(B1( X1,y X))y ooy 0 ( X1, o0y X)) -

Asf en el Ejemplo 3.6.1.3 se podria haber puesto @ = (¢;, ) con
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con lo que puede verse que se obtiene $; (X1, ..., Xn) = X v 89(X1, ..., Xp) =
ba. Sin embargo esta especie de invariancia no ocurre en general.

Frecuentemente los estimadores, obtenidos por el método de los momen-
tos son consistentes, véase la Seccién 3.2.2. Esto se debe a que los mo-
mentos muestrales convergen casi seguro a sus respectivos momentos pobla-
cionales; entonces, si la transformacién que pasa de (61, ...,0,) a (aq, ..., ;)
es biyectiva con funciones inversas continuas 6; = w;(a1, ..., ), se sigue que
0; = p;(a1,...,a,) converge casi seguro a @, (aq, ..., ) = 6;.

No pueden establecerse propiedades generales para los estimadores obte-
nidos por el método de los momentos, no obstante en algunos casos pueden
tener eficiencia pequefia para tamafio muestral fijo e incluso de manera as-
intética, puede verse en Fisz(1963) pédg. 484.

3.6.2. Meétodo de la maxima verosimilitud

Este método fué propuesto y desarrollado por Fisher (1921, 1925); las
referencias pueden verse en el ya citado libro de Fisz. Es el método més
importante por estar basado en un principio de reduccién de datos bastante
natural, véase la Seccién 2.5.1, y es el que goza de mejores propiedades,
sobre todo para tamanos muestrales grandes.

El concepto se introduce mediante un ejemplo. Una urna contiene bolas
blancas y negras, hasta un total de 4 pero se desconoce 0 la proporcién de
blancas, con lo que el espacio paramétrico es © = {% 3 2, 4} Se supone que
se observan dos bolas con reemplazamiento con lo que al ser el estadistico
suficiente T' = X7 + Xo, el nimero de bolas blancas, se puede construir la
Tabla 6.3.2.1

T=0 T=1 T=2

=113 =05625 213 =0375 (i)‘ = 00625

=113’ =025 2il=05 (%) —0'25

6=21 (1) =00625 212—0375 (3)?=05625
Tabla 6.3.2.1. Obtencion del EMV.

El estimador de méxima verosimilitud, en lo sucesivo EMV, serd aquel
que dado T'(X1, ..., X,,) asigne a 6 el valor, de los tres posibles, que dé mayor
probabilidad al suceso observado, es decir

Para el caso en que se tenga una variable aleatoria con funcién de densidad
f(T'|0) se escogerd el que haga maximo f(7Z'|-) como funcién de 6.

Definicién 3.6.2.1 (estimador de maxima verosimilitud)
Dada una realizacién (z1,...,z,) de una m.a.s. de P = {f(Z|0)|§ € O},
se representa por L(0|z1,...,x,) a la funcién de densidad o de masa de la
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muestra, como funcién de 6, a la que se le da el nombre de funcién de vero-
similitud. Un estimador 6 : ¥ — © se denomina de maxima verosimilitud
si L(O|z1, ..., xpn) = I;leéé(L(ﬂml, ey T

|

El EMV dada la muestra (z1,...,x,) es el valor de # que hace mds
probable el punto muestral que se ha observado.

Lo primero que se senala es que puede ocurrir que el maximo no sea
alcanzable, se convierta en un supremo y entonces no existiria EMV.

Como el maximo de una funcién y su logaritmo neperiano coinciden, con
frecuencia se tabaja con el logaritmo neperiano de la funcién de verosimilitud
para facilitar los cédlculos.

Ejemplo 3.6.2.1
Para una poblacién de Bernoulli(f) con m.a.s. de tamafio n la funcién de
verosimilitud es

L(O|zy, ..., xp) = 0271 (1 — )"~ 2% 0 € [0,1]

y su logaritmo neperiano es

In L(O|x1,...,xn) = Zwl Ind + (n - Zwl) In(1 —0)

con lo que derivando respecto a 6 se obtiene

0 71*211)'1
%lnL(e\xl,..., Zm%

e igualando a cero se llega a que =X que obviamente estd contenido en
el intervalo [0, 1]. La derivada segunda respecto a 6, particularizada en X
lleva a

o2 1 ’I’L—sz
W]nL(ﬂwhmaxn) Y: _?in (1-0)2 |x
~ nX n-nX
X (1-X)

y los sumandos de esta expresién son obviamente negativos, por serlos sus
numeradores, luego X es un maximo local que al ser interior al recinto y el
tnico méximo local, es el maximo global. Por tanto 6 = X es el EMV.

|
En general si §# € R" | se considera el sistema
(3621) %111[4(91,...,07«@1,...,a?r) =0
o ji=1,..,r
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Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones de verosimilitud y a
sus soluciones se les llama EMV en sentido débil.

Se advierte que no siempre ambos estimadores tienen que coincidir.
Ademas, y curiosamente, las buenas propiedades que poseen los estimadores
de méxima verosimilitud radican mds bien en satisfacer la Ecuacién (3.6.2.1)
que en su caracter de ser maximos, como se verd en la Seccién 3.6.3.

Si la funcién de verosimilitud es una funcién céncava de 6 para todo
punto ¥ = (21,..,T,) ¥ su maximo no se alcanza en la frontera de O,
entonces el sistema (3.6.2.1) tiene como solucién el EMV.

Ejemplo 3.6.2.2 .
Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién N(u,o) con 6 = (u,0) es

n __1 S )2
L7 = (o) e T

2ro
n n
para maximizar esta funcién, se puede utilizar que Z(acl a)? > > (z;—7)?,
1
con lo que el problema queda reducido a una dlmensmn con o = T. La

obtencién del méximo en o de la funcién

( : )n —5kr D (@)
e 1
2o

puede hacerse tomando logaritmos neperianos y derivando respecto a o, con
lo que se obtiene

0 D=y T S(x; —T)?
aelnL(Mm)— e

expresion que igualada a cero lleva a @ = v/bs. Como la derivada segunda es

H? — n  3n

su particularizacién en o = bQ/ s —b— que al ser negativa, hace que o = bz/ 2
sea un minimo local, pero como cuando ¢ tiende a +00 y a —oo la funcién a
maximizar tiende a cero, se convierte en un minimo global. Luego el EMV

— n
es 6 = (T,/b2) donde by =2 > (z; —F)? es la varianza muestal.

i=1

Ejemplo 3.6.2.3
Para m.a.s. de tamafo n de una poblacién Uniforme(0,0) con 6 > 0, la
funcién de densidad es f(z|0) = %I[Oye](m), que se puede poner como

L(O12) = 5 T15220) (0)] 0.5 (0)
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si se emplea ahora que

Liap) (%) L(e.q)(¢) = Limax{a,c} min{bd}) (T)

se sigue que

n

1 n
L(O]7) = o5 II Iz, 400)(0) 11 I(“co;)(0)

1
- 6_“I[fr<n)v+°°)(9)l(—°°@(1ﬂ(O)

con lo que la funcién de verosimilitud es la de la Figura 3.6.1

1/8

v

Figura 8.6.1. Funcién de verosimilitud para una poblacion U(0,8).

El méximo en [0, 4+00) se obtiene en 0= Z(n)- Este estimador es siempre
menor que 6, y no es centrado ya que

n
0.
n+1

EXm)) =

Este ejemplo, pone de manifiesto la dréstica diferencia existente en consi-
derar la distribucién de probabilidad como funcién de 6 en lugar de como
.. . —
funcién de las observaciones .

Ejemplo 3.6.2.4
Para m.a.s. de tamano n de una poblacién U (6 — %, 0+ %) se tiene, andloga-
mente al ejemplo anterior, que

L(Olx) = Tip_1 g1 3 (@)

= I[zfé,x+%} (9)
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con lo que
LBlw1, ..., 2n) = I[ﬂﬂ(n)*%’%)*%](e)

y por tanto cualquier valor comprendido en el intervalo [x(n) - %, z) + %]
es EMYV , en particular lo es %(x(l) + Z(n))-

Por consiguiente, no es cierto que el EMV sea siempre un estadistico
suficiente.

|
Se pasa a estudiar ahora algunas propiedades del FMV'.

Proposicién 3.6.2.1
Dada la familia P de distribuciones de probabilidad de la muestra, el EMV
siempre es funcién del estadistico suficiente.

Demostracién: se emplea notacién de funcién de densidad, lo mismo
es valido para el caso discreto. Se tiene que por el teorema de factorizacion,
teorema 2.2.1, ha de ser

f(z1, oy xn)0) = h(z1, oy Tn) go (T (21, ..oy T1))

donde ambas funciones son no negativas. Luego maximizar en 6 el primer
miembro, es equivalente a maximizar en 6 la funcién g del segundo, con lo
que se obtiene § = g(T)

|

La proposicién no dice que el EMV sea el mismo suficiente, sino que es
funcién del suficiente, véase el Ejemplo 3.5.2.4 donde el estadistico suficiente
es (X(1), X(n)) mo siéndolo %(X(l) + X(ny)-

La siguiente propiedad va a ser la de invariancia del EMV, pero invari-
ancia en sentido diferente al empleado anteriormente para los estimadores,
véase la Seccién 2.4. En concreto se trata de estudiar cémo se comporta el
EMYV cuando se realiza un cambio en el pardmetro # mediante una fun-
cién h(f) = X. Supéngase que se estd interesado inicialmente en estudiar
la desviacién tipica de la poblacién y posteriormente se quiere encontrar el
EMYV de la varianza, lo que se va a obtener es que el EMV para A = 02 es
el cuadrado del EMV para 0 = o.

Proposicién 3.6.2.2
Dada la familia P = {f(Z'|0)|¢ € ©} de funciones de densidad o de masa,
si se nota por L(A|Z) la funcién de verosimilitud para #, mediante una
reparametrizacién dada por la funcién h : @ — A se llama verosimilitud
inducida por la funcién h a

M(\7T) = sup L(0|T)

0O

donde

0, = {0 € O|h(0) = \}.
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Se sigue que el EMV para A con la verosimilitud inducida, viene dado por
A = h(8), donde 0 es el EMV para 6 con la verosimilitud L.

Demostracién: basta observar que

M@\[@) = sup L(O|7) > L(O|T) =

0|h(0)=X
=sup L(0|Z) = sup sup L(0|7) >
[% AEA OO,
> MOT)

luego todas las desigualdades se convierten en igualdades y se obtiene el
resultado deseado.
|

Obsérvese que en realidad, siempre que se haga una reparametrizacion,
se deberfa construir la funcién de verosimilitud inducida M. En la préctica
esto no se hace, aunque se supone para que la proposicién sea vélida.

Ejemplo 3.6.2.5
Ciertas componentes de un sistema tienen duracién exponencial de media 6

%

f(z]9) = , x>0 con 6>0.

%U—‘

Para m.a.s. de tamano n se desea estimar por el método de la méxima
verosimilitud la probabilidad de que una componente falle antes del tiempo
t, con t un valor conocido.

FEl pardmetro de interés es

h(0) = P{X < #)0} =1 —exp{—%}.

Para obtener el EMV para 6, la verosimilitud viene dada por

LO|T) = 0" exp {% 3 x}

i=1
de donde 1
nLO|T)=-nlnd—=>
0i=
con lo que
0
(3.6.2.2) 55 ML) =5 + Z i

y se obtiene la solucién § = X al igualar a cero la expresiéon anterior.
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Como la derivada segunda es

0? n 2

que particularizada en X toma el valor —nX ~ entonces la Expresion (3.6.2.2)
tiene un maximo local, que se convierte en global al tender a cero la verosimi-
litud cuando 6 tiende a 400, con lo que X es el EMV para 0. De acuerdo
con la Proposicién 3.6.2.2 el EMV para h(f) es

h(0) =1 — exp {_tY‘l} .

3.6.3. Propiedades asintéticas de los estimadores de méaxima
verosimilitud

Esta seccion estd dedicada a ver, que bajo condiciones bastante gene-
rales, los estimadores de méxima verosimilitud (EMV') son consistentes y
asintoticamente normales.

Teorema 3.6.3.1 (consistencia del EMV)

Si © es un subconjunto de R, todas las funciones f(@'|) tienen soporte
comiin y In f(Z'|f) es derivable en un conjunto abierto A de ©, existe una
sucesién de raices 0, (7') de la ecuacién de verosimilitud

(3.6.3.1) 30 O 1 f(710) =

tal que para todo 6 de A, gn converge en probabilidad a 6. Es decir la
sucesion 6, es consistente.

Demostracién: se trata de comprobar que para todo € > 0

(3.6.3.2) m P{T p; [0n(Z0n) — 0] > [0} = 0.

n—oo

Para cualquier valor 8 de A y cualquier § positivo se sigue que

f(z]0 +96)
(3.6.3.3) / falo)n L2 as <o
yva que Iny < y — 1. Por tanto
LS (1n (410 £ 0) — In f(2:]6))

=1

converge en probabilidad 6 a

Eylln £(X[0 +6) —In f(X|0)] = Ey {m %}
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que es una cantidad negativa por (3.6.3.3). De manera que con probabilidad
uno bajo 6, ha de ser

InL(0+6|7) —InL(A|Z) <0.

En resumen la funcién In L(0|Z) es céncava en el intervalo (6 — 4§, 60 + §)
como indica la Figura (3.6.3.1) y al ser una funcién continua en 6, ha de
haber un punto en el abierto @n con tangente horizontal con lo que se cumple
(3.6.3.2).

[

8+3
Figura 8.6.3.1. Representacion del logaritmo de la funcion de verosimilitud.

De todas formas el teorema es ttil, sélo cuando existe una tnica raiz de
la ecuacién de verosimilitud, ya que entonces esa raiz ha de ser el estimador
consistente, en caso contrario no se sabria cudl de las raices al variar n, va
a dar lugar a la sucesién consistente.

Teorema 3.6.3.2 (distribucién asintética del EMYV)
Para m.a.s. de una poblacién con funcién de densidad f(x|@), si se verifican
las dos condiciones siguientes:

H1) En un intervalo abierto A de © C R existe %;ln f(xz]0) v esta

acotada por una funcién M (z) integrable, es decir '%ln f(x|9)’ < M(x)
con Ey[M(X)] < k para cualquier 6 perteneciente a A.

H2) Existe al menos un valor 6y de A con Ejp, [% In f(X|60)] = 0,
Ep, [m%’z (X|90)} =0y 0 < I)(f) < +oo, donde I;(fp) es la in-
formacién de Fisher, véase (3.5.1).

Entonces cualquier sucesién consistente 6,, de raices de la ecuacién de
verosimilitud verifica la siguiente convergencia en ley

(3.6.3.5) Vi@~ 60) = 2~ N (0’ ﬁ)
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Demostracion: si se denota por s(6) = 60 In f(Z'|0) y se desarrolla esta
funcioén alrededor del valor 6y citado en H2), se obtiene

~ N h o 2
s(0,) = s(6p) + 8" (00)(0, — 00) + 8" (6;)@

donde |§n -0 < |§n — 6|, y al ser s(@n) = 0 se puede poner:

“=s(00)

(3.6.3.6) V6, — 6y) = — _
R [/(00) + 7 (03) 25 |

n
En esta tltima expresion, se tiene que

1 12

-3 s'(6o )_g Py 862 1nf(ﬂcz|90)

que converge con probabilidad uno, bajo 0y, a —I1(0p). Por otra parte

3 1
S @) < = 3 M)

1 12
— W 6* _
L) <5 3

y de acuerdo con H1) 1|s”(6)| < k. Como ademés 6, converge en probabil-

0o)

idad a 6, se sigue que s” (9;‘1)(9% converge en ley a cero, por lo tanto el
denominador de la expresién (3.6.3.6) converge en probabilidad, bajo 6o, a
—1I1(0p). Para el numerador, mediante el teorema central del limite aplicado

n
aLs(fp) =1 % In f(z;]0p) se tiene la convergencia en ley bajo
i=1

%5(90) L. Z~N (0, 11(90))

de donde se cumple (3.6.3.5), sin mas que aplicar el Teorema de Slutsky
(véase el Teorema 1.4.5).
|

Una condicién que permite asegurar que se cumple H2) puede verse en
Lehmann y Casella (1998), pag. 450.

Ejemplo 3.6.3.1

Para m.a.s. de tamario n de una poblacién N(6,0) con 6 € R, la distribu-
R— n ~
cién asintética de la media muestral X, = % > X; es tal que \/HX"T_Q

converge en ley bajo 6 a una v.a. N(0,1). Este_resultado, que ya se sabia

por el teorema central del limite, puede obtenerse mediante la aplicacién
. 3

del Teorema 3.6.3.2; ya que como existe % In f(x|@) y vale cero, se da la
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acotaciéon H1) con M (x) = 0. También se verifica H2) pues para todo 6 < 0
Ep [Z1In f(X|0)] = L Es[X — 6] =0.

2
i H(X1)| = Bilx -6 =0

o | a1) a0

y el valor de la informacién de Fisher es I1(0) = ;12—, por lo tanto al ser X,
el EMYV se tiene la convergencia enunciada.

[ |

En general se estard interesado en estimar una funcién h(6), si ésta tiene
derivada continua en 6y y 6, es el EMV para 6, puede probarse que se
obtiene la convergencia en ley bajo 6y de

(véase el Ejercicio 3.7.31)

Ejemplo 3.6.3.2

Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién X ~ Bernoulli(f) se puede
obtener un estimador del cociente entre la probabilidad de éxito y fracaso
h(f) = %; como el EMV para 6 es X, se tiene que el estimador para h(6)

X___0_
X

es h(X) = % y es tal que \/n< =% — Z ~ N(0,1—0) en ley bajo 6.

0
-0

Como se verd en el Capitulo 4 al estudiar las regiones de confianza, la
utilizacién de la distribucién asintética de los EMV, permitird la determi-
nacién de regiones de confianza aproximadas.

3.6.4. Meétodo bayesiano

Como ya se ha dicho en la Seccién 3.2.3, en situaciones donde tenga
sentido considerar a § como una variable aleatoria con funcién de densidad
o de masa dada por (@), toda la informacién sobre 6 suministada por la
m.a.s. de tamano n queda recogida en la distribucién final 7(0|z1, ..., Ty ).
Esta distribucion es realmente el estimador bayesiano es decir, es el resultado
de utilizar el método de estimacién bayesiano.

Si se quiere utilizar un valor de 6 en lugar de toda la distribucién de
probabilidad final, se puede utilizar E[f|z1, ..., x,] la media de la distribucién
final. La justificacién para esta decision estd en utilizar la PFE con funcién
de pérdida cuadritica y tomar como estimador Bayes el que minimiza la
pérdida final esperada, véase la Seccién 3.3.2, a este estimador por extension
se le llama también estimador Bayes o estimador bayesiano, como se dijo
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en la seccién citada. Si se utiliza otra funcién de pérdida el mécanismo es
el mismo, asi por ejemplo, si la funcién de pérdida es el valor absoluto, el
estimador bayesiano que minimiza la PF'E es la mediana de la distribucién
final, véase el Ejercicio 3.8.14.

Ejemplo 3.6.4.1
Para una poblacién de Bernoulli(f), con m.a.s. de tamafio n, si la informa-
cién inicial sobre 6 viene recogida por la distribucién uniforme

m(0) = 1(0,1)(9)

el estimador bayesiano, la distribucién final es

Ezi n—i x4
gi=1 (1 —-0) i=1 ] 0
(0|21, .y Tn) = (n ) n(O,l)( )

Z; n— x;

f(}ai; (1-06) = do

la distribucién Beta(f] > x;+1,n—> x; + 1), y por extensién el estimador
bayesiano es la media de la distribucién final

T(x1,. ) = (O @i +1)/(n+1).

3.6.5. Propiedades asintéticas de los estimadores bayesianos

Al igual que se ha hecho al estudiar el método de la méxima verosimili-
tud y sus propiedades asintéticas, se van a ver condiciones que aseguren que
los estimadores bayesianos son consistentes y asintéticamente eficientes.

Teorema 3.6.5.1 (distribucién asintética de la distribucién final)
Dada una m.a.s. con funcién de densidad f(x|6), si se verifican las condi-
ciones H1) y H2) del Teorema 3.6.3.1 y ademds se cumplen las condiciones:

H3) la funcién de densidad inicial es continua y positiva para todo 6 € ©,
con

/9|7r(9)d9 < 400

H4) para cada § > 0, existe € > 0 tal que la probabilidad del suceso

sup {l(lnf(x|9) - 1nf(a7|00))} < —¢

|0—00|>5 LT

tiende a 1 cuando n — oo.
Entonces si 6, es el estimador bayesiano para 7(6) con pérdida cuadrati-
ca, se tiene la siguiente convergencia en ley bajo 6g

(3.6.5.1) V(O — 00) = Z ~ N(0,1/y/T:(00))

con lo que 6, es consistente y asintéticamente eficiente.
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Demostracién: Puede verse en Lehmann y Casella (1998), pdg. 490.
|

Es importante senalar que para la familia exponencial uniparamétrica,
expresada como

(3.6.5.2) F(x]0) = LfT@)=A®)

se verifican todas las condiciones de regularidad recogidas en el Teorema
3.6.5.1 y relativas al modelo de muestreo, la comprobacién puede verse en
Lehmann y Casella (1998), Ejemplo 8.4 pdg. 491.

Otras aproximaciones asintéticas pueden verse en Berger (1985) pag.
224.

Es interesante observar la similitud entre la aproximacién desde el pun-
to de vista de la distribucién en el muestreo del EMV §n, que se dis-
tribuye asintéticamente N (6, (/nI1(0g)) 1), Teorema 3.6.3.2, y la distribu-

cién asintética del estimador bayesiano 6,, que es también N (g, (v/n11(00)) ).

Ejemplo 3.6.5.1

Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién N(6,1), si la densidad inicial
7(0) es una N(0,1) se sigue que 7(A|Z") es una N (ﬁ—in, ﬁ), véase el
Ejemplo 3.2.3.2. Como la informacién de Fisher es I1(6p) = 1 la distribucién
asintética de /n <ﬂ — 00) es una N(0,1), de acuerdo con el Teorema

1+n
3.6.5.1.

3.7. APROXIMACION HISTORICA

La emergencia de la estadistica matemadtica puede decirse que se pro-
duce entre los anos 1885 y 1925. En esta época ya se ha realizado el fuerte
desarrollo de la Biologia y de la Teorfa del Seguro y existen los desarrollos
matemadticos de la Teorfa de errores y la Teorfa de la integracién de Rie-
mann, siendo conocidos los trabajos de fundamentacién de la matemadtica
debidos a Cantor, Péano y Borel.

Paralelamente, la necesidad de manejar adecuadamente la incertidumbre
se hace patente dentro de la Astronomia y la Biologia y el campo de los datos
se extiende en dominios de la Agronomia, la Biometria, la Psicologia y la
Economia.

El primer problema de inferencia paramétrica parece que fué planteado
por Jacob Bernoulli (1654-1705) en su libro el Arte de la Conjetura de 1713.
Consistio en tratar de dar un valor numérico al pardmetro probabilidad de
éxito, asociado a un experimento de Bernoulli.

Algunos anos mds tarde la obra de Thomas Bayes (1701-1761) publica-
da péstumamente en 1763 y titulada Un ensayo hacia la resolucion de un
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problema en la doctrina del azar contiene el método de estimacién bayesiano
que consiste en la utilizacién de la probabilidad final, véase la Seccién 3.6.4
aunque Bayes solo utiliza la distribucién inicial uniforme. La primera tra-
duccién al castellano del ensayo de Bayes puede verse en Gémez Villegas y
otros (2001). El método es redescubierto por Laplace (1749-1827) y genera-
lizado por éste al caso en que la distribucién inicial no sea la distribucién
uniforme.

El método de los momentos es introducido por Karl Pearson (1857-1936)
a finales del siglo XIX, para aproximar densidades a nubes de puntos, véase
la Seccién 2.6.

En 1912 Fisher (1890-1962) introduce la funcién de verosimilitud y el
método de la méxima verosimilitud, para estudiar después el concepto de
estimador suficiente y consistente. Mas tarde, en 1920 Fisher introduce la
nocién de informacién que lleva su nombre y demuestra la independencia de
la media y la varianza muestrales en el caso normal. Una exposicién algo
mds extensa acerca de la vida de Fisher y sus contribuciones a la estimacién
estadistica se encuentra en la Seccién 4.6.

La sustitucién de una coleccién de puntos por uno sélo, en concreto por
la media muestral, se debe inicialmente al astrénomo Tycho Brahe (1546-
1601), que trataba de utilizar medidas experimentales para determinar la
posicién de estrellas en el cielo.

Si se tuviera que citar a alguien como el que més lejos llegé en los as-
pectos descriptivos de una coleccién de puntos para obtener conclusiones
estadisticas, sin duda serfa Adolphe Quetelet (1796-1874). Ligado a la As-
tronomia en su observatorio de Bruselas, este belga, va a ser el causante,
entre otras cosas, del fenémeno llamado quetelismo, consistente en aproxi-
mar los fenémenos que dan lugar a un nimero suficiente de datos, por una
distribuciéon normal. También se debe a él el concepto de hombre medio,
que al igual que el de promedio o tipo, permitirfa hacer comparaciones entre
distintos colectivos. Nace en Gante donde obtiene su doctorado en 1819. En-
sefa mateméticas en el Ateneo de Bruselas y visita Paris en 1823; alli recibié
instruccién de Laplace sobre probabilidades, de Arago sobre Astronomia y
de Bouvard sobre Meteorologia. En 1832 funda el observatorio astronémico
de Bruselas al que estuvo ligado durante toda su vida. Dos anos maés tarde
fue elegido secretario perpetuo de la Academia Real de Bélgica y en 1851
lanza la idea de un congreso internacional sobre Estadistica para aunar y
desarrollar trabajos sobre esta ciencia.

En sus Cartas a su alteza real el duque reinante de Saxe—Coburgo y
Gotha sobre la teoria de las probabilidades aplicada a las ciencias morales
y politcas publicadas en 1846, recoge sus ideas sobre el hombre medio y
explica su utilidad a la hora de hacer comparaciones. No dejé de tener sus
adversarios; asi Cournot afirmaba que el hombe medio, si fuese forzado a
existir, podfa ser un monstruo, andlogamente a como la media de todos los
tridngulos posibles no tenfa por qué ser un tridngulo.
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De todas formas, el concepto de hombre medio servia para suavizar las
desviaciones aleatorias y revelar las regularidades que podian caracterizar
las leyes de la llamada en su época fisica social, antecedente de la actual
Sociologfa.

La aproximacién de cualquier fenémeno aleatorio por la distribucién nor-
mal, la otra idea capital de Quetelet, radicaba en el Teorema de limite que
habfa obtenido Laplace, y que de manera informal era interpretado por
Quetelet en el sentido de que si las causas accidentales de cualquier fené-
meno fueran suficientemente numerosas, el fenémeno en cuestiéon deberia
aproximarse a la distribucién normal.

De hecho, la conexién entre la distribucién normal y la idea de suma
de causas independientes y accidentales le llevé a aproximar la distribucién
normal para una nube de puntos a partir de la distribucién binomial.

Lo que es claro es que la contribucién de Quetelet dejé allanado el
camino, para la modelizacién de la incertidumbre mediante diferentes mo-
delos estocésticos.

Un estudio mds detallado de la vida y de la obra de algunos estadisticos
puede consultarse en Gémez Villegas (2004).

3.8. EJERCICIOS

3.8.1
Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién de Bernoulli(f), si h(6) = 5 es la
funcién a estimar, demuéstrese que no existe estimador centrado para h(6)

n
basado en el estadistico  Xj.
i=1

3.8.2
Para una m.a.s. de tamano n de una poblacién de Bernoulli(f) encuéntrese
un estimador insesgado de h(6) = 62.

3.8.3
Sea X = x una observacién de una poblacién de Poisson(f). ;Existe un
estimador insesgado para h(f) = £?

3.8.4
Dada una m.a.s. de tamafio n de una poblacién Uniforme(6 — %,0 + %),
estidiese si el estimador X(,) — X(1) es centrado para 6.

3.8.5
Para una m.a.s. de una poblacién N(6,1) y siendo h(f) = 6? la funcién a
estimar, demuéstrese que T'(X1, ..., X,,) = X’ —% es el EMV para h(6). jEs
T(Xy,...,Xy) un estimador consistente?
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3.8.6
Supdngase que se tienen dos variables independientes X e Y con media
comun p y diferentes varianzas agf y cr%/. Entre todos los estimadores cen-
trados de la media del tipo aX + (1 — a)Y encuéntrese el valor de a, en
términos de las varianzas conocidas ag(, 02y, que minimice la varianza.

3.8.7
Para una m.a.s. de tamano n de una poblacién Beta(0,2)

f(xz]0) = 6(0 + 1)1 (1 — z)l1)(x) con 6>0
.Es consistente para 6 el estimador 2X/(1 — X) ?

3.8.8
Sean Xi, ..., X, variables aleatorias i.i.d. con distribucién de Poisson() y
supuesto que la informacién inicial sobre 6 viene recogida por una distribu-
cion Gamma(0|a,p) , a >0, p > 0.
a) Pruébese que la familia Gamma es conjugada respecto a la poblacién
de Poisson.
b) Calciilese la media y la varianza de la distribucién final.

3.8.9
En una poblacién N(u, o) con ambos pardmetros desconocidos se estd in-
teresado en estimar el pardmetro o2. A partir de m.a.s. de tamarfio n, se sabe

n
. ~ . . 2
que si $? = -5 3" (X;—X)? es la cuasivarianza muestral, (n— 1)5—2 ~x2_,.
i=1

2

Si se elige como distribucién inicial para ¢ una densidad de la familia

2 ab L\ 2
P= W(J|a,p)—m<;> e 2, 0<o“< 400, p>0,a>0

a) Demuéstrese que la distribucién inicial de la v.a. 0_—12 es una Gammal(a, p).

A la densidad dada por cada elemento de P se le llama Gamma Inversa(a, p).
b) Demuéstrese que la familia P es conjugada respecto de

SZ
F = —1DE A2
{ (TL ) o2 Xn—1 }
¢) Calculese la media y la varianza de la distribucién final.

3.8.10
Sea Xji,..., X, una m.a.s. de una poblacién N(u,0). Se definen los esti-
madores de o2

1 n
Ti(X1, ey X)) = ~ > (Xi-X)? To(X1, .y Xp) =

a) Compérese el sesgo de ambos estimadores.
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b) Mediante el criterio del ECM compruébese que

204
n—1

4

n2

¢) Pruébese que entre todos los estimadores de la forma o7 (X7, ..., Xy,),
con o € R, el 6ptimo, de acuerdo con el criterio del error cuadratico medio,
se obtiene para a = 7.

3.8.11

Si la informacién inicial sobre € viene dada por la funcién 7(6), bien de
densidad o de masa, con momento de orden dos finito y se supone que la
pérdida en que se incurre por estimar 6 mediante T'(xy, ..., T, ) es la cuadrati-
ca L(0,T) = (0 — T)?, demuéstrese que la pérdida final esperada PFE7 es
minima cuando T'(zy,...,x,) = E[0|z1,...,2s], ¥ que el valor de la pérdida
esperada coincide con la varianza de la distribucién final.

3.8.12
Calctilese la PFE para el estimador bayesiano del Eejercicio 3.7.8.

3.8.13
Calctlese la PFE para el estimador bayesiano del Ejercicio 3.7.9.

3.8.14
Compruébese que si la informacién inicial sobre 6 viene dada por una funcién
de distribucién F'(6), y se supone que la pérdida en que se incurre por estimar
0 mediante T'(x1, ..., x,) es el valor absoluto de la diferencia L(0,T) = |6 —T,
entonces la pérdida final esperada PF Ep es minima, cuando el estimador
T(x1,...,xy) = 0" es la mediana de la distribucién final.

3.8.15
A una persona se le pasa un test de inteligencia, cuyo resultado X se supone
que sigue una distribucién N (6,0 = 10), donde 6 es su nivel de inteligencia
real. Supéngase que en el colectivo a que pertenece la persona, la inteligencia
0 se distribuye N (100,09 = 15). ; Cuél serfa el estimador bayesiano de 0 si se
supone pérdida cuadratica? ;cudnto valdria éste si la persona obtiene como
resultado del test el valor 1107 ;cuél es el valor de la PFE correspondiente?

3.8.16
Se tiene la sospecha de que una moneda esta sesgada en el sentido de que
su probabilidad de cara es menor que 0'5. Si esta informacién se modeliza
mediante una distribucién Beta(10,8) como distribucién inicial jcudl es el
estimador bayesiano cuando después de tirar la moneda 50 veces se obtienen
20 caras? Utilicese como funcién de pérdida el valor absoluto.
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3.8.17
La proporcién 6 de votantes a un determinado partido politico en unas
elecciones es desconocida y su distribucién inicial es una Beta(4, 10).

a) Se toma una m.a.s. de 1000 votantes y se encuentra que 125 van a
votar al partido citado. Con pérdida cuadritica, jcudl seria el estimador
bayesiano para 67

b) Si se cambia el sistema de muestreo y se necesitan 1000 personas
hasta conseguir 125 que voten al partido politico ;cuédl seria el estimador
bayesiano para 6 con pérdida cuadratica?

¢) ;Qué conclusion se obtiene de las respuestas dadas en relacién con el
principio de verosimilitud?

3.8.18
Sea X1, ..., X;, una m.a.s. de una poblacién Fxponencial(f) , es decir

f(z]0) = 96797”1(0#00)(‘%) con 6>0

a) Pruébese que la Cota de Frechet-Cramér-Rao para estimadores cen-
trados de 0 es 9n—2.

, —1 _ 6
b) Pruébese que Z—Y es el FCMYV para 0, con ECM = -=;.

3.8.19
Para m.a.s. de tamano n de una poblacién con distribucién Binomial Negativa(l, )

p(x|r,0):<x+r_l)9’"(19)m x=0,1,2,...con 6>0
x

obténgase el ECMYV para h(f) = P{X = 0|0}.

3.8.20
Sea X1i,...,X,, una m.a.s. de una poblacién de Bernoulli(f) y sea s un
numero entero conocido 0 < s < mn. Encuéntrese el ECMYV para las fun-
ciones:

a) h(0) = 6°.
b) h(0) = 0° + (1 — )™=

3.8.21
Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién Exponencial ()

f(x]0) = 9679”.7(0#00)@) con 6>0

obténgase el ECMV para h(f) = F(z|0) = 1 — 7% siendo = un nimero
real fijado de antemano.
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3.8.22
Para m.a.s. de tamano n de poblaciones con las funciones de densidad o
masa siguientes, encuéntrese la Cota de Frechet-Cramér-Rao y el estimador
eficiente, si eX1ste
a) f(z)0) = FI(O +oo)(®)  con 6 > 0.
b) (x|9)—9(1—9) z=0,1,2,... con 0<6<1.

¢) f(x]0) = —L=c “ar @D’ (@) con 6> 0.

3.8.23
Para m.a.s. de tamano n de una poblaciéon con funcién de densidad dada
mediante

T + 1 _z
f(l’|9) = me BI(O,Jroo)(x) con 0> 0.
Obténgase un estimador centrado para h(f) = % que alcance la
Cota de FCR.
3.8.24

Para una poblacién con funcién de densidad Gamma(6,p) con p conocido

o _ _
f(z]0) = me Oz b II(O,JFOO) () con >0, p>0
calculese el estimador de 6 para m.a.s. de tamano n por el método de los
momentos.

3.8.25
Dada una observacién X de una poblaciéon N (0, 0), se pide:
a) Obténgase un estimador insesgado para o?.
b) ;Cuél es el estimador de maxima verosimilitud para o?

¢) Discitase como estimar o por el método de los momentos.

3.8.26
Para m.a.s. de tamano n de una poblacién Uniforme(0,6) encuéntrense
los estimadores de # mediante el método de la méxima verosimilitud y el
método de los momentos.

3.8.27
Determinese, con m.a.s. de tamano n, el EMV para 0 en los siguientes casos:
a) f(z]0) = 11{172, ,0y(z) con @ entero positivo.
b) f(z]0) = 3e “l#=0" con @ eR.
c) f(a:|9)*e =+0 Ig+oo)( xz) con 6eR.

d) f(z]0) = ax®—te 0" I 1o0)(®) con 0 >0 y o un nimero real
conocido.
e) f(z]0) = )'9_1[[0 1y(z) con 6>1.

01—
£) f@]0) = 55217 [oy(z) con <0<
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3.8.28
Para m.a.s. de tamano n de una poblacién N(6,1) sélo se registra si cada
observacién es menor, igual que cero, o mayor. Si se sabe que ha habido m
valores, con m < n, menores o iguales que cero, encuéntrese el EMV de 6.

3.8.29
Una distribucién normal bivariante tiene de vector de medias (61,62) con
01 > 05 y matriz de covarianza ¥ = I. A partir de una m.a.s. de tamano n,
obténgase el EMV de (01,62).

3.8.30
Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién N(#,v/8) con 6 > 0, se pide:

a) Demostrar que 5, el EMV para 6, es una raiz de la ecuaciéon de

n
segundo grado 6% 4+ 6 — ap = 0, donde ay = % > X2
i=1
b) (Cudl es la distribucién asintética de 67

3.8.31
Demuéstrese que si se dan las condiciones de regularidad del Teorema 3.6.3.2
y se desea estimar una funcién del pardmetro h() con derivadas continua
en 0y, se tiene la convergencia en ley bajo 0

VAh(@) = h(06)) = W (60)| N (0, ——s).
11(60)
3.8.32
Encuéntrese la distribucién final asintética para m.a.s. de tamano 50 de
una poblacién de Bernoulli(f). Particularicese al caso en que en las 50
repeticiones se obtenga 12 éxitos. ;Cudl serfa la distribucién final exacta si
la densidad inicial es la distribucién Uni forme(0,1)?

3.9. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

3.9.1 .
Si existiera un estadistico T (Z XZ-) tal que
i=1

> T(m)(Z) 010 =

=0
el limite del primer miembro de esta igualdad deberfa coincidir con el limite
del segundo miembro, pero esto es imposible ya que
n n
lim > T(m)( )0“3(1 - =T(0)
x

0—0 =0

mientras que
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3.9.2
Para construir un estimador centrado para 6%, como P{X; =0} =1-0 y
P{X;, =1} =6 es claro que

1 si X1X2:1

T(X3, s Xn) = { 0 resto

que tiene de media el valor buscado
EyT = P{X1 X2 =1|0} = P{X1 = 1|0} P{X2 = 1|6}
=02
3.9.3
Si existiera deberia cumplir
2

Ep[T(X)] = T(0)e™ + T(1)e % + T(2)e_9% + ...

Sl

multiplicando ambos miembros por 0e? , deberia verificarse

T(0)0 +T(1)0 + T(Q)%2 +..=é

lo que es imposible, obviamente, luego no existe estimador insesgado.

3.9.4
Si se denota por U = X(,,) se tiene que

Fx,(u) = P{X@) <u} =P{X <u} =

0 Siu<9—%
= (u—@—i—%)" si 9—%§u§9—|—%
1 siu>0+1

luego la funcién de densidad del méximo es

1 n—1
g(u) =n (U -0+ 5) Tp_1 011 (w)

0+5 1\ "t
E[U}:/ un(u—0—|—§> du
=

que haciendo el cambio z =u — 0 + % puede verse que

1
1 n 1
6—=)2""tdz = 6—=.
/On(z+ 2)2’ z n—|—1+ 5

de donde
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De manera andloga, si se denota por V' = X(1) se sigue que

FX(l)(’U) = P{X(l) < ’U} =1- P{X(l) > ’U}
0+ "
=1-P{X>v}=1- / dx

1 n
_1—<9+§—’U>

luego la funcién de densidad del minimo es

1
h(v) =n(0 + 3~ v) 11[97%7%%](11)

de donde
0+3 1
ElV] = / on(0 + = —v)" " dv
-1 2

que haciendo el cambio z = 6 + % — v puede comprobarse que

1
1 n-1,. _ 1 n
/On(9+§—z)z dzf0+2 I

Por lo tanto

n 1 1 n
E[X(n)_X(l)]_n——i-1+6_§_(0+§)+n+1
~n—1
Cn+1

luego X(,,) — X(1) no es un estimador centrado de 6.

3.9.5
La funcién de densidad de la muestra es exponencial uniparamétrica

TS Y
f(l'l,...,.’ll'nw) = (\/%)n

(Va2

Mediante el Teorema 2.3.1, como 6§ € R y contiene un abierto de R el
estadistico zn: X, es completo. El estimador del enunciado es funcién del
estadistico ;T&iciente y completo, la suficiencia se sigue del Teorema 2.2.1,

(factorizacién) y es centrado

Ey [72 - l} _px -t
n n
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va que V[X] = E[X"] — (E[X])2, luego

Ey [72 - 1] =6?
n

y segtin el Teorema 3.4.4 (Lehmann-Scheffé) es el ECMV para 62
Por 1ltimo es un estimador consistente, ya que % tiende a cero y como
X ~ N(6, ﬁ) se tiene la convergencia en ley

V(X —6) 55 7 ~ N(0,1)

luego mediante el Lema 1.4.1 con h(X) = 72, h(0) = 62 se sigue la conver-
gencia

V(X" = 6%) = [W(9)|Z ~ N(0,20).
Mediante la expresién
X202 20
20/\/n Vn

y el Teorema 1.4.5 (Slutsky) se tiene la convergencia en ley

X°— 02 =

X2 L0

y por converger en ley a una constante, se tiene también la convergencia en

probabilidad.

3.9.6
Si se denota por T = aX + (1 — a)Y se tiene

V[T] =d’0% + (1 —a)’o

va que X e Y son variables aleatorias independientes. Al imponer

d 2 2
%V[T] =2a0; —2(1 —a)o, =0

se sigue que ha de ser a = U;j / (U%—i—oz). Como al particularizar en la derivada
segunda el valor de a se obtiene un valor positivo, se corresponde con un
minimo.

3.9.7
Por el teorema central del limite, se tiene la convergencia en ley

— 0 C 1 0
‘/E(X_0+2)_’ZNN<O’2+9\/3+0>
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si se parametriza en funcién de ¢ = % , se tiene alternativamente

V(X — ) Azwv(o,lT‘p\/g)

mediante el Lema 1.3.1 con h(X) = % se tiene la convergencia en ley

2X 2¢ L 1—¢ 2¢
———— ) = |h N —
Vi - 25 ) S oy (052 722

y como M (¢) =2/(1 — ¢)? se sigue que

2X 20 c 1—p [ 20
o (e N [ O e G NV
\/_<1—X 1—30) 5 3o O
que si se escribe en funcién de § = 2¢/(1 — ¢) toma la forma

2X r 0+2 0
ﬁ(ﬁ_9> = 5\ gV 0.

Luego, mediante la aplicacién del Teorema de Slutsky, % converge en
probabilidad a 6 y, por tanto, el estimador es consistente para 6.

Un método de prueba alternativo consiste en utilizar que el EMV para
6 es precisamente 2X /(1 — X) y por lo tanto se conoce su distribucién

asintdtica.

3.9.8
a) De acuerdo con la definiciéon de familia conjugada, Definicién
3.2.3.2, se trata de ver que si la informacién inicial es un miembro de P =

{n(0|@) = %e*‘w@p*l con @ = (a,p) a>0,p>0} yladistribucién de

la poblacién es f(7'|0) = e~ L2 9~ 0 la distribucién final también es

[[ !
i=1

de P.

7(6]ao, po)p(z1, .., 2n|0)
fo+oo 7(0]ao, po)p(z1, ..., ¥, |0)d0
af 6—a099P0—1 1 e—n09; i

I'(po) ﬁ

w(0|z1, ..., Tp) =

n

p 2w
O ,—agfgpro—1__1 —nbpi=1
fr(po)e 0 L e—nlgi=i df
Hﬂfi!
i=1
e(fao+n)90170+2m7;—1

= = 9_)
Tlaotmpor o) Y
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cona; = ag+n p; = po+ Xx;, con lo que se obtiene como densidad
final una en P y por tanto la familia Gamma es conjugada respecto a la

poblacién de Poisson.
b) De acuerdo con las propiedades de la distribucién Gamma se

tiene

Elfle1, ..., 2] = Tj—fs ViBlar, ... 2] = g)oi—’:gg.

3.9.9
a) La densidad de la v.a. © = %, al ser ‘%2 =272 viene dada por
aP
(x) = maﬂ’“ff‘mﬁf2 ~ Gamma(a, p).

b) Si la densidad inicial es w(c2|a, p), la densidad final viene dada

por

((n—1)%5]0?)

((n— 1)Z]0?)do?

m(0%la,p)fz
+00
0

1
m(o?a,p)fyz_
n—1 32)

(2o e

m(0?5?) =

1

TR (e e e ) g

D
_ all (U—Q)pl—i-le—a'_zal

~ T(p1)
con p; =p+ "Tfl -1y a=a+ "TASZ. Luego es de la forma 7(o2|a1, p1).
¢) Para el calculo de la media de la distribucién final, se observa que

2k a? T ok —ovpt ~25 2
E[o*"] = —/ o?f (o2 Hem7 T dy
I'(p) Jo
_ a? /+w(0—2)p—k+le—a(r—2d02
I'(p) Jo
mediante el cambio z = 02 con % = 272, puede ponerse
P +oo
E[o_2k] — CL_/ xp—k—le—a:rdx
I'(p) Jo

y por propiedades de la funcién Gamma
P
E[o?] = L_g-pthy p—k
(7] = g70 T~ b
kL(p— k)
I'(p)

con lo que E[0?] = -4 Vie? = W. Por lo tanto para obtener la
distribucién final, basta sustituir a1 y p1 en estas expresiones.

=a
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3.9.10
a) Para el cdlculo del sesgo como T} = =182 es E[T}] = 2o
mientras que E[Ty] = o2, luego

2

0.2

b2 (1) = — by2(To) = 0.

b) Como el EC'M es igual a la varianza més el cuadrado del sesgo,

se tiene
4

ECMrp, (0%) = Vo (T}) + %

y como (n — l)s—2 ~x2:_q es V[(n— l)g—j] =2(n—1), de donde V,2(T1) =

o2

20471”_—21 y como E[Ty] = "7_102, se sigue que
4 4
2y _ O g
2n —1 4
=0 o

Al ser T, = 52, del hecho de que la varianza de la distribucién Xa-1sea
2(n — 1) se sigue que

EC My, (0%) = Vo (Th) = Ve { nly ]

n—1

2
g
= V02 |:7”L — 1X721—1:|

ot

204

n—1

¢) Si se denota por T, = o7, como

ECMr, (02) = V2 (To) + b22(Ta)

1
V,2(Th) = o?V,2 (Th) = a?204 21—~

by2(Tn) = E,2(Ty) — 0% = Ey2(aTy) — o2

n—1
o — o2

=«
n

al sustituir se obtiene

—1 —1 2
ECMry, (0?) = a2204n—2 + (an o? — 02)
n n

24”*1 4 n—1 2
:2040'7—'—0' (6] n -1 .




154 INFERENCIA ESTADISTICA

Derivando respecto de « e igualando a cero, se obtiene que a = 25,
comprobédndose ficilmente que se corresponde con un minimo. Por tanto el

n —
estimador con ECM minimo de la forma oI es 25Ty = = > (X; — X)?
i=1

. o e 2n—1 4
y su error cuadritico medio es 20

3.9.11
Si se denota por T*(z1,...,x,) = E[f|z1,..., 2], para cualquier estimador
T(x1,...,2y) la pérdida final esperada (PFE) es

PFEr = E[(6 — T))|7] = / (0 —T)%m(6|7)db
(C]
= E[(0 - T*)*| 7] + E(T* — T)*| 7]

ya que
2T* - T) / (0 — T*)m(0]7)do = 0.
o

Como E[(T* — T)?|Z] = (T* — T)? se obtiene que
PFEr =V[0|Z] + (T* - T)*

por lo tanto el valor minimo se obtiene para T = T* y vale V[0|Z]. Lo
que se afirma, es que las desviaciones cuadraticas de una variable aleatoria
respecto a un punto se hacen minimas, cuando el punto es la media de la
distribucioén.

3.9.12
De acuerdo con el Ejercicio 3.8.11, serd PFEp: = E[f|Z] la media de la
distribucién final, y como de acuerdo con el Ejercicio 3.8.8 la distribucién

n
final es una Gamma (a1 = ap +n,p1 = po + D x;), el estimador bayesiano

=1
. po+z:1wi _ p0+Z:lﬁﬂz‘

3.9.13
De acuerdo con el Ejercicio 3.8.11, serd PFEp« = E[0|Z] y por el Ejercicio
3.8.9 apartado c), la media de la distribucion Gamma-Inversa es T*(7) =

a+n;152
_ 2
PFEp. = (ot °757)
™= n=1 _ 9)2 n=1 _
P+ 3 2)" (p+ 23 3)
3.9.14

En efecto sea 0* tal que F(6*|z1,...,x,) = %, la mediana de la distribucién
final. Si se supone inicialmente que 8* < T, con T = T(x1, ..., z,,) cualquier
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valor, se tiene

0* —T si 9 <o*
00" —10-T| = 20— (6" +T) si " <9<T
T —0* si §>T

luego se obtiene la siguiente acotacion
10 =07 =10 =T < (6" = T)(—00,01(0) + (T — 0") I 9" 106 (0)

Si se integra en los dos miembros respecto a la distribucién final
0* 400
/(|9—9*|—|€—T|)dF(9\?) < / (9*—T)dF(9|?)—0—/ (T—6*)dF(0)7)
(S] —0o0 *

pero el segundo miembro vale (6% — T)P{0 < 0*| 7'} + (T — 60*)P{0 > 0*| 7'}
y por la definicién de mediana vale cero, por lo tanto siempre es cierto que

/w 0*|dF (0 /w T|dF (0 7).

Se tiene entonces que el minimo de las desviaciones en valor absoluto
respecto a una constante se alcanza para la mediana.
Se observa que si T < 6*

0 — T si 0< 6"
0—6" | —|0—T| =3 (0*+T)—20 si T<6<6*
T - 6* si 0> 0"

y se puede seguir el razonamiento anterior con modificaciones obvias.

3.9.15
La informacién muestral viene dada por f(x|6) una distribucién N(6,10) y
la inicial por 7(€) con distribucién N (100, 15), entonces, de acuerdo con el
Ejemplo 3.3.2.2, la informacién final 7(0|x) se distribuye N(p;,01) con

o
m_%+%_%+ﬁ_mww
-1 -1 1
2T mt 13

1 n\ ! 1 1\ !

2 /
—(— 4+ = S = 69/923.
71 <ag 02> <225 100) 69

El valor del estimador bayesiano con pérdida cuadritica, véase el Ejer-
cicio 3.8.11, es la media de la distribucién final ; que cuando = = 110 vale
(400+9-110)/13 = 106’923 y la PFE es la varianza de la distribucién final
69'23.
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3.9.16
La informacién muestral viene dada por p(x|6) una distribucion de Bernoulli(6)
y la inicial por 7(6) con distribucién Beta(10,8), entonces de acuerdo con el

Ejemplo 3.3.2.1 la informacién final (6| 7) tiene distribucién Beta(asy, 3,)
donde

50 50
a1 =ag+ Y4 =10420=30 B, =fBy+n—> x =8+50—20 =38
1 1

El valor del estimador bayesiano con pérdida el valor absoluto, véase el
Ejercicio 3.8.14, es la mediana de la distribucién final. Con el concurso de
un paquete estadistico se obtiene que 0" = 0'44.

3.9.17
a) La informacién inicial viene dada por (), una Beta(4,10) y la

informacién muestral f(z|f) es una distribucién de Bernoulli(#), por tanto
1000

la distribucién final 7(0| ') se distribuye mediante una Beta(ag+ Y. x4, o+
i=1

1000

1000— > ;) = Beta(129,885). De donde el estimador bayesiano es la media
=1

de la distribucién final y vale 0'127.

b) La informacién inicial es la misma que en la parte a) y la dis-
tribucién muestral es P{y|r,0} = (i{j)@r(l — 0¥ con y=rr+1,..
donde y es el nimero de votantes examinados hasta obtener por primera
vez 125 que voten al partido en estudio; esta variable tiene una distribucién
Binomial Negativa(125,6).

La distribucién final
1 -1 ~1(y—1 _
7(0]y = 1000) = Baegy ! (L -0 (201 - 0)
= = — — —— —
Jo Braeay 0™ (L= 0)P 1 (V21)67 (1 — 6)1—"db

de donde el estimador bayesiano es el mismo de la parte a).

¢) Las dos funciones de verosimilitud coinciden en la parte que
dependen de 6 luego la evidencia que se obtiene, mediante el estimador
bayesiano, es idéntica, de donde se sigue que el estimador bayesiano cumple
el principio de verosimilitud.

3.9.18
a) Al tratarse de la familia exponencial uniparamétrica

n

—0
f(xla“'>xn|0):0ne ;

Ty

como el soporte es independiente de 0 y la funcién 7(8) = —60 tiene deriva-
da no nula y continua, se verifican las dos condiciones de regularidad, ver
comentario tras el Teorema 3.5.2. Ademds

82

(0) = ~E| 37 1(X16)] = 75
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ya que 6%25 In f(X|0) = —515, por tanto la cota para h(6) =0 es
1 0°
Cota de FCR = = —
I,(0)
b) Por el Teorema 2.3.1 es ¢ (6) = —6, y como esta imagen contiene

n
un rectdngulo abierto de R , luego > X; es un estadistico completo. El
i=1

resto se sigue del Ejemplo 3.4.4.

Por el Teorema 3.5.2 se sigue que como en este caso se estd en la familia
exponencial uniparamétrica, se alcanza la Cota de FCR pero para la funcién
h(0) = % ya que

%ln f(Z0) = —n (7— %)

de ahi la aparente contradiccién entre las partes a) y b).

3.9.19
La funcién de masa de la muestra es

n
Zg

P{z1, .. 20|0} = 0"(1 — 0)5

n
de donde el estadistico > X; es suficiente.
i=1
Ademsds, puesta la funcién de masa en la forma

imi In(1-0)
P{ZL‘l, ,.’L’n|9} = g"i=1

n
y como la imagen de In(1 — @) contiene un abierto de R, el estadistico > X;

i=1
es también completo, por el Teorema 2.3.1.
n
Como E | Xi] = n# se puede utilizar el teorema de Lehmann-
i=1

Scheffé, Teorema 3.4.4. Para ello un estimador centrado, sencillo, para 6
es

1 si X1=0

0 resto

T(Xy,..., Xn) :{
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todo se reduce a calcular E[T|S = s] que serd el ECMV para 0.

n

n P{X1:072Xl:5}
E[T|S =s] = P{X1=0] ) X; = s} = =
| ZE

1=

P{Xl = O}P{éXz = 5} ‘9(5+n—2)9n71(1 _ 9)5

S

mé&:@ (e -oy

n—1
n+s—1

n n
ya que Y X; tiene distribucién Binomial Negativa(n—1,0) y > X; tiene
=2 =1

distribucién Binomial Negativa(n,0) con lo que E[T|S = s] = ni;il Por
lo que el estimador pedido es
n—1
T (X1, Xp) = ———.
n+ > X;—1
i=1

3.9.20
La funcién de masa de la muestra es

n

Plxy,...,z,|0} =05 (1-0) =
z; In(0/1-0)
=(1- 9)”(3;

n

por el Teorema 2.2.1 (de factorizacién) el estadistico > X; es suficiente
i=1

y por el Teorema 2.3.1 la imagen, cuando 6 recorre el intervalo [0,1], de

n
In(#/1 — @) contiene un abierto de R, luego el estadistico > X; es ademds

i=1
completo.
a) Un estimador centrado para h(f) = 6° es
1 si Xi=..=X,=1
T X, s Xn) = { 0 resto

luego por el teorema de Lehmann-Scheffé, Teorema 3.4.4, el ECMV para

n

0° es E [Tl > Xi= t} . Esta esperanza es igual a
i=1

n
P{Xi=..=X,=1,5 X, =t}
P{Xi1=..=X,=1]Y X; =t} = _ i=1

= P{Y. X, =t}

=1
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pero esta tltima expresion vale

P{Xi=..=X,=1, % X;=t} ¢(" ")ot—=1 o)
i=s+1 t—s

P{é:l X, =t} (’t’) gt(1 — g)n—t

n—s
Y
n
(%)
luego el estimador 6ptimo para 6° es

TH( Xy, . X,) = <§;; i S)/ (zénxi>

b) De manera andloga un estimador centrado para h(f) = (1—60)""*

es
1 si Xg41=0,..,X,=0
0 resto

To(X1, ..., Xp) = {

n
X = t] . Es fécil comprobar

luego el ECMV para (1—0)""° es FE [Tg
i=1

que esta esperanza vale

T5 (X1, Xn) = <§:18Xi>/ <f:nX,->

=1

Aplicando el Corolario 3.4.2, el ECMV para h(0) = 6° + (1 —0)"° es
n—s s
Z Xl — S Z Xl
i=1 i=1
( s >
>, Xi
i=1
3.9.21

Por ser la funcién de densidad de la muestra

—0) X;
f($17...,xn|0):9n6 ;
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n
el estimador T' = > X; es suficiente, Teorema 2.2.1 (factorizacién) y por
i=1
contener —f un abierto en R, es ademds completo, Teorema 2.3.1. El es-
tadistico siguiente es centrado para h(f) =1 — e~

1 SiX1§ZE

T(X, 0 Xn) = { 0 resto

luego por el Teorema 3.4.4 (Lehmann-Scheffé), el ECMV es E [T

-]

Pero esta esperanza vale

x n €T T ]
/ f(.’L‘ll E X, = t)d:Bl = / nZi dzy
0 =1 0 o

1
) fi . (t)

i=1

_ /0 f(x1|6)fzn: ()

y en virtud de la reproductividad de la funcién Gamma

> X; ~ Gamma(6,n)
i=1

> X ~ Gamma(0,n — 1)
i=2

por lo que haciendo operaciones se obtiene que

n n—1
n Z Xz' — T
E[T ZXi—t}—l— =L
=1 Z Xi
=1

es el ECMV paral—e 9.

3.9.22
a) Por pertenecer f(z1, ..., 2, |0) ala familia exponencial uniparamétri-
ca, si existe estimador T eficiente para h(f) debe poderse factorizar

)
=5 10 f (1, . 20]0) = K(O)(T = h(6))

donde
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véase el Corolario 3.5.3. Como es

In f(x1,...,2p|0) = —nlnf— > z; / 0
i=1
0 n,_
%lnf(ml, ey Tp|0) = ?(az —0)

de donde el estimador X es eficiente para la funcién h(d) = 0. Ademss
I,(0) =n/6? yla Cota de FCR es 62 /n.
b) Andlogamente

In f(z1,...,2,|0) =nlnb + <zn: acZ) In(1—0)

i=1

de donde

0 n _1-90
%hlf(l'l, ,l’n|9) = —m <IL’ — —)

por el Corolario 3.5.3 al pertenecer la distribucién a la exponencial uni-
parameétrica, si existe estimador T eficiente ha de poderse factorizar, con lo
que es X el estimador eficiente para la funcién h(0) = 1%6 y

de donde la Cota de FCR es %.
c¢) En este caso la funcién de densidad de la muestra es

1 7# Z(lnxi)Q

Zﬁl xi> 9“(@)"6 -

f(x1, ..., ,]0) = (

luego es exponencial uniparamétrica. Ademaés

%lnf(xl,m,xnlf)) = (l i(ln%)Z—@Q)

3
0° \n iz

por lo que el estimador 2 Y (In X;)? es eficiente para la funcién de 6 h(6) =

n

~
—_

6% y

Por lo tanto es I, (0) = Z? y la Cota de FCR es 2Z,
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3.9.23
La funcién de densidad de la muestra es

n

[T(i+1) 15~
f(z wn0) = EL— ¢ H;I
1y -9l 9n(9+1)n )

derivando respecto a 6 su logaritmo se obtiene

) [ 0(20+1)
%h’lf(l'l, ,l‘n|9) = ? ([L’ - ﬁ)

si existe estimador eficiente para alguna funcién h(f), de acuerdo con el
Teorema 3.5.2, debe ser para la funcién %

es decir

a menos de una constante;

0(20 +1
h(G)Z%ﬁ-k

_ (3+20)(2+9)
- 0+1

e igualando h(0) se obtiene k = 6. Por lo tanto el estimador

eficiente es X + 6.

3.9.24
De acuerdo con lo expuesto en la Seccién 3.6.1 a1(0) = Ep[X] = & ha de

igualarse al momento muestral de orden uno respecto al origen X, de donde
0=L.
X

3.9.25
a) El estimador insesgado para o2 es X2 ya que E[X?] = E[(X —u)?]
con 1 =0 luego E[X?] = o2
b) La funcién de verosimilitud es

1 _1a2
L(O'|ZL’) = %6 20

y se trata de maximizarla en o para x fijo. Para ello si se toman logaritmos

12

InL(olz) = —Inv2r —Ino — ——

202
de donde 5 )
1 =z

al igualar a cero se obtiene que & = |z| que si se sustituye en la segunda

derivada

$2

_3=

82
5 InL(o|z) = g

(00)
vale —m—22 luego es un méximo ya que es interior al recinto, salvo que sea
|z] = 0 en cuyo caso no existiria EMV.

1
)
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c) Segin (3.6.1.1) se debe igualar ay(0) = a1 pero ai(c) no
depende de o, luego estrictamente no tendria sentido el método. No ob-
stante parece natural escoger el momento de orden dos respecto al origen
a1(0) = E[X?] = 0? e igualar con el correspondiente momento muestral
respecto al origen de orden dos, que al ser la muestra de tamafo uno es X2,
por tanto la ecuacién es 02 = X2 y 7 = | X|.

3.9.26
El EMV es 0 = X(n), véase el Ejemplo 3.6.2.3. Para el método de los

momentos hay que igualar o;(0) = g con X de donde 6 = 2X.

3.9.27
a) La funcién de verosimilitud es

1 n
L(O|xy,...,zn) = o 'H1 Iy 2, 01 (2i)

1 n
= 9_”@131 Iz2(xi) = Iz gy +1,..3 (0)

a medida que 6 aumenta uno a uno desde z(,) esta funcién disminuye, luego
es 0 = X(n)
b) Se trata de maximizar en 6

1 _Zh?i—e\
L(9|$1, 7[L'n) = 2_n€ i=1

n
o lo que es equivalente, obtener § que minimice ) |z; — |. Pero este valor
i=1
es la mediana muestral; el valor central si n es impar y cualquier valor
comprendido entre los dos centrales si n es par, véase el Ejercicio 3.8.14.

¢) La funcién de verosimilitud es

7imi+n9 n
LO|z1,...,xn) =€ =1 Hl I[gy_i_oo)(x,-)

1=

— Zn: z;+nb
e =t )

I(—OO,I(D}

expresion que, como funcién de 6, es méxima cuando 6 es lo mayor posible,
es decir es 0 = X(1).
d) Como la funcién de verosimilitud es

n fﬁixf‘
L(O|z1,...,zyn) = ()™ (H xf‘1> e =1
i=1
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su logaritmo neperiano

n n
InL(O|x1,....zn) =nlnf+nlna+ > (a—1)Inx; — 0>«
i=1 i=1

si se deriva y se iguala a cero

0 n &
%IHL(QL’L‘l,...,CIj) i g:

-1
R n
queda que es un mdaximo local en 6 el valor § = (% > m?) , ya que la
=1

segunda derivada en él es negativa y vale —2%, que se convierte en un maximo

global al ser interior al recinto.
e) De manera andloga

I
027

L(O|zy,.ymy) = 0" JT (1 — )07t
su logaritmo neperiano es
InL(O|z1,....,2n) =nlné+ (0 —1) > In(1 — z)
i=1

con derivada

0 n &
2 In L(6|z1, ... xpn) = 2 + Z; In(1 — z)

-1
n
su solucién al igualar a cero es ( Z n(l—=;) | , siesta expresion es

mayor que 1 es el EMV  ya que la derlvada segunda es _52 y el punto
pertenece a la regién 8 > 1 luego es un maximo global. En caso contrario
este valor es menor estricto que 1 y por ser la funcién decreciente el méximo
se alcanza en 1, luego en cualquier caso

0 = méx {1, <_%i1 In(1 — x,-)) _1} .

f) La funcién de verosimilitud es

0 n
L0z, ...,zn) = (ﬁ) Il '
- =1

1=

su logaritmo neperiano es

InL(O|x1,...,2n) =nlné —nln(l —0) +
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cuya derivada vale

0 n n 1 n
— In L(0 ey Tp) = — Inx;
96 n ( |IL‘1) y L ) 9+1—9+(1—9)Zl; nr

que tiene como raiz al igualarla a cero 0= (1 — %E In xz) ~'. Como la deriva-
da segunda es

0? n n 2
—InL vy ) = ——5
gz L0l 2n) = G+ TG Y T

0
que en ese punto es negativa, serd el estimador si satisface la restriccién de
estar en el intervalo [1/2,1). Desde luego § < 1 ya que —= Z Inx; > 0, pero

Zlnxi

en general no tiene por qué ser % < 5, luego el EMV  es

~ 1 12 -1
f = mé —1—--= In X; .
max{2, < nz; n ) }
3.9.28

En lugar de conocer la muestra inicial, se informa de la suma hasta n, de
variables aleatorias Y; tales que

1 si X;<0
Yi= { 0 si X;>0
por lo tanto
P{Y; =1|0} = P{X; < 0|0} = P{X; — 6 < 0|6}
=P{Z<-0}=(-0)=1—-(0)
con ® la funcién de distribucién de la v.a. N(0,1). Por la propiedad de
invariancia del EMV  si se nota por 7 = 1 — ®(f) se puede estimar T a

partir de Y7, ..., Yy, con lo que el EMV de 6 ser4, 0= ®~1(1—-7). De acuerdo
con el Ejemplo 3.6.2.1 es 7 = &, de donde

0

| |
L
e
i
|
1

Por ejemplo, con n =10 y m = 3 seria 0= 0524 aproximadamente.

3.9.29
La funcién de verosimilitud vale

n

1 n 7% (xz 91)2 1 n 7;2(:‘/1 92)2
L(6162]191, o, ) = | —— L =
(Orbelaryn, -, Engin) (m) ¢ <\/2_> ¢

( 1 >2” %{Z(zl 91)2+Z(y1 92)}
=|—=] e

=1
27

@
NgE
A
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por lo tanto maximizarla en 61, 0> es equivalente a minimizar el exponente
L 2 2 2 2, v 2 2
2 (@i—=0) "+ (yi—02)" = > (zi—T) +n(T—01)"+ > (4i—7) " +n(T—02)

, , . =

lo que se logra haciendo /9\1 =T, /9\2 = 7. Por lo tanto si T > ¥ ya se ha
obtenido el EMYV, caso contrario el méximo se encontrara en la frontera de
la regién 01 > 65, es decir habrd que buscar el minimo de

n(T —0)* + n(g — 0)?

que se obtiene, si se deriva y se iguala a cero, en 8 = %E, la segunda derivada
vale uno luego 25 se corresponde con un minimo. En resumen el EMV es

~ o~ (Z,7) si T>7
Oub) =\ (x2.51) s 7<g

3.9.30
La funcién de verosimilitud es

e

de donde

1 n
lnL(9|$1,...,mn):—ganW—glne —02( )

Por lo tanto la ecuacién de verosimilitud es

P nl 1 n 9 12
50 In L(O|x1, ..., Tn) 20 +292 z;(w o)+ 9121(33 )
n n 1 n 2
R

que al igualarla a cero y dividirla por n queda
0>+ 6 —az = 0.

Las dos raices son —% + —Vl;m y —% = 174‘12 de donde por ser
negatwa la segunda, la sucesién consistente de ralces que es el EMV  es
977, — 2 + \/1 4a2

Para encontrar su distribucién asintética, por el Teorema 3.6.3.2 se ob-
serva que se cumple H1) ya que en cualquier abierto de § > 0 existe

0)? 1 1 1

3 (33'*
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ademds 5
3 1 1 1
E In f(X16 0— =)+ —
o [ FX10)| = 5+ 50— D)+
funcién que estd acotada al ser un polinomio en % en cualquier intervalo
que no contenga al cero.
También se verifica H2) ya que para cualquier 0

Ey P lnf(X|0)] = i + 2;2

1
50 E(X — )] + = Eg[X — 0]

0
=0

es Ey [f()lqe)ai;gf(XW)} =0 con Ii(f) finito ya que

02 1 1 1
SN J(X10) = — (e — 5) — (o — 0 = (0= 0)
luego
o2 20 + 1
1(0) = By | SX10)| = 2t

de donde de acuerdo con el Teorema 3.6.3.2 se tiene la convergencia en ley,

V0, —0) = Z ~ N©0,1;2(8)) es decir Z ~ N(0,5,/6 + 3.

3.9.31
Basta ver que en virtud del Teorema 3.6.3.2 se tiene la convergencia en ley

\/ﬁ(b\n —0o) £, N(0, \/%) por lo que de acuerdo con el Lema 1.3.1 con
1Yo

g(0) = h(0) y an = /i se sigue la convergencia en ley v/n(h(6,)—h(6)) £,
W(60)Z donde Z ~ N(0, 7).
0

3.9.32
Tras comprobar las condiciones de regularidad del Teorema 3.6.5.1, la dis-

tribucion final es N (6,,, (nI1(0,))~1/?), luego como Inp(z|f) =xznb + (1 —

x) In(1—6) se sigue que %lnp(ﬂ@) = %7% =V 692 lnp(x|9) %7(11_;;)2
de donde
X 1-X
I =Fy | —=
{0)=Fo |35 + 7=gp]
1
- 0(1-0)

y por tanto nIl(gn) = ya que el EMV de 6 es X. De donde

7(1?1—7)

la distribucién finallasintética es N (Y, X(lnX)), que particularizada en



168 INFERENCIA ESTADISTICA

50

n =50y > x; = 12 se convierte en N(0'24,006). Si la distribucién ini-
i=1

cial es 7(f) ~ Beta(1,1), como la distribucién muestral es p(z1, ..., z,|0) =

Z:ci nfz T; n
=1 (1—-0) =t la distribucién final es 7 (9| > azz> una distribucién
i=1

n

Beta (Z ri+1ln—> :IJZ> que se reduce a una Beta(12, 38). Mediante el
i=1 i=1

concurso del ordenador puede comprobarse la perfecta aproximacién de la

distribucién Normal a esta Beta.



Capitulo 4

ESTIMACION POR
REGIONES DE
CONFIANZA

4.1. INTRODUCCION

Hasta ahora se ha estudiado cémo eliminar la incertidumbre en la de-
terminacién de un pardmetro mediante la utilizacién de un estimador por
punto. Este procedimiento parece demasiado dréstico y es mds natural tratar
de determinar una region, funcién de la muestra, dentro de la cual se pueda
asegurar, de alguna forma que esté contenido el pardmetro. Como la incer-
tidumbre se modeliza por la probabilidad, se busca una regién que tenga
probabilidad alta de contener al pardmetro y para facilitar su manejo e in-
terpretacion se tratard de conseguir regiones que sean un intervalo, si el
pardmetro es unidimensional, o un rectdngulo, en mds dimensiones.

Para introducir la estimacién por regiones de confianza se empieza por
el siguiente ejemplo introductorio. Se quiere determinar la distancia 6 a la
que un lanzador puede arrojar su jabalina, para lo cual se dispone de una
sucesion particular de lanzamientos 1, ..., x, . Parece razonable suponer que
los datos constituyen una m.a.s. de tamano n de una poblacién X con dis-
tribucién N (6, 0), de esta forma cada z; distard de 6 una cantidad aleatoria
con distribucién N (0, o). Para simplificar la exposicién se supondra que la
desviacién tipica o es conocida. Dado que X ~ N (6, %), se pueden deter-

minar dos valores de las tablas de la distribucién N(0, 1), tales que

P{-196 < Z <196} = 0'95
donde Z = YU_B

n, o alternativamente se cumple que

X -0

P{-1'96 <
g

v < 1'96]6} = 0'95

169
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independientemente del valor que tenga la media 6 de la poblacién.
Graficamente, véase la Figura 4.1.1, el conjunto de puntos —1'96 < Z <
1’96 es equivalente a

{X—%196<9<X+%196}:{Q(X)<6<9(X)}

|
=i

|
|

-0
—1°96 : : \Z=?xfﬁ.

Figura 4.1.1. Esquema de obtencion de la region de confianza para 6 en el
caso N(0,0) con o conocida.

Es decir que para cualquier valor 6 el intervalo aleatorio

—_ o — g
X — —1'96, X + —=1'96
( VTR
tendrd una probabilidad de contener a 6 igual a 0’95. Entonces se toma como
estimador de confianza dicho intervalo basado en esta propiedad.
El problema se presenta al tratar de interpretar, una vez tomada una

muestra particular, el intervalo (Y— %1'96,74— %1’ 96) diciendo que
tiene una probabilidad 0’95 de contener a 6. Si se supone que los lanza-
mientos, seis veces consecutivas, son 89/90, 9002, 89'92,91'10, 88’71 y 90’51
con lo que X = 90’03, y que el valor de o es 0’8, el intervalo de confianza

para 6 es (90’03 — 28 90/03 + 0/721’96) — (89/39,90/67).

Es claro que una vez tomada la muestra particular, dicho intervalo con-
tendra o no, puesto que es constante, al valor de 6 correspondiente a la media
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de la poblacién. Interpretando la probabilidad como limite de frecuencias,
se suele decir que si en N repeticiones que se hicieran tomando grupos de 6
observaciones con distribucién N (6, o), si se determina cada vez el intervalo
particular para lo resultados obtenidos, el nimero de veces n que el intervalo
cubrirfa el valor 0, estarfa en la proporcién « y este valor se aproximarfa a
0'95.

Con base en estas ideas se introduce la siguiente definicién.

Definicién 4.1.1 (regién de confianza)

Dada una familia de distribuciones de probabilidad P = {f(Z'|0)|0 € O} se
llama regién de confianza de grado 1 —a basada en una m.a.s. de tamano n, a
una region S(Xy, ..., X,,) del espacio paramétrico O tal que P{S(Xy, ..., X,) 2
00y >1—a V0 € © con a € (0,1) y normalmente pequeno. Si © es un
subconjunto de R y S(X7,..., X,,) = (8(X1, ..., Xp),0(X1, ..., X,,)), se habla
entonces de un intervalo de confianza. Pudiendo ser uno de los extremos
infinito.

|

En esta definicién se admite tdcitamente que cuando la distribucién de
S (}) sea continua se puede alcanzar el valor 1 —« y que en caso contrario la
probabilidad del primer miembro es el valor més préximo a 1 —a por exceso
que sea posible, con el fin de no aumentar innecesariamente la probabilidad
y por tanto el tamano de la regién de confianza.

Ejemplo 4.1.1
Si X es N(6,00) con op conocida (Y - %Z%,Y + %Zg) es un intervalo

de grado de confianza 1 —«a para la media 6 y con zg tal que @(z%) =1-3,
siendo ® la funcién de distribucién de la v.a. N(0,1).

|

]

Siempre es deseable hacer que la medida de la regién de confianza sea
minima, entre todas las del mismo grado de confianza 1 — «. Esto lleva,
en el Ejemplo 4.1.1, a tomar unos valores de zg Yy de —Zg opuestos, es
facil comprobar que cualesquiera otros dan una amplitud mayor, debido a
la simetria de la distribucién normal.

Frecuentemente puede conseguirse que P{S(X1i,...,X,) 200} =1 —«
VO € O, pero si la distribucién de S(X7, ..., X,,) es discreta esto puede no
ser posible, por lo que hay que contentarse, con el mayor estricto.

4.2. METODOS DE OBTENCION DE INTER-
VALOS DE CONFIANZA

Como se ha visto en el Ejemplo 4.1.1, el método de construccién del
X-0

intervalo de confianza se ha basado en que, para cada 0, o0

n es una
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varaible aleatoria cuya distribucién no depende de 6, el pardmetro descono-
cido, y que en su expresién todo es conocido, salvo el pardmetro 6. Esta

variable aleatoria, ha permitido trasladar un enunciado de probabilidad so-
X0

bre lav.a. T = o

n, a un enunciado en términos de confianza de que 6

se encuentre entre dos extremos (X — Z2za, X + ZLzo ). Esta accién de
N N>

pivotar la probabilidad admite una formulacién bastante general y es la que
ha dado el nombre a la variable T'(X1, ..., X;,;0) de variable pivotal.

Teorema 4.2.1 (variable pivotal)

Sea (X1, ..., X;,) una m.a.s. correspondiente a una distribucién P = { f(7'|0)|0 €

©} con O un intervalo de R, si existe T'(X1, ..., X, : 0) tal que:
1) Para todo 6 T(- : 0) es medible, estd perfectamente determinada
salvo 6 y con distribucién independiente de 6.
2) Para todo z1, ...,z T(21,...,Zp : -) es una funcién de 6 continua
y estrictamente mondétona.
Entonces se puede construir un intervalo de grado de confianza 1 — «
para 6 con « € [0, 1].

Demostracién: Fijado 1 — « se determinan los mimeros v; (@) y 7y9(c)
tales que
P{yi(a) < T(X1,y .00, X3 0) < v3(a)|0} > 1 — Vo € ©

al no depender la distribucién de 7" del valor de 6, v, y 5 solo son funcién
de a. La resolucién en 6 de las ecuaciones

T(21, . 203 0) = 71 () }
4.2.1
( ) T(x177xn79) :72(04)
permite obtener 61(z1,...,Zn; ) y 6a2(z1, ..., 2n; @), donde una posible con-
figuracién puede verse en la Figura 4.2.1.

T
v, e
Yl(q) %»____‘________T(gs )
91(§;cx) 92(§;cc)

Figura 4.2.1. Esquema del método de la variable pivotal.



ESTIMACION POR REGIONES DE CONFIANZA 173

Por lo tanto
P{01(X1, ... Xn; ) < 0 < 02(X1, ... Xn; )]0} > 1 — « Vo € ©
con lo que un intervalo de confianza de grado 1 — a vendra dado por

S()(l7 ,Xn) = (91(X1, ...,Xn;a),ﬁg(Xl, ...,Xn; Oé))

Obviamente, a distintas variables pivotales les corresponden intervalos
diferentes.
En situaciones bastante generales existird al menos una variable pivotal

n
cumpliendo las hipétesis del enunciado; en concreto T = —2 > In Fy(X;) lo
i=1

es si como funcién de 0, la funcién de distribucién es continua y estrictamente
mondtona, ya que en ese caso 1’ se distribuye como una X%m como es facil
de comprobar, véase el Ejercicio 4.7.3.

Ejemplo 4.2.1
Si la funcién de densidad es f(z]0) = Gxeflf(oyl)(x) con 0 >0 entonces

0 six<0
F(z|0) =< 2% si x€(0,1)
1 siz>1

y si para simplificar los célculos, se toman dos valores de las tablas de la
distribucién x3, tales que

o o
F(Xgn;k%) =3 F(x3,2)=1— 3

Fl=z]|.)

Figura 4.2.2. F(x|0) como funcién de 0 para el Ejemplo 4.2.1.
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se sigue que

P{X3u1-s <203 InX; <30l =1-a V€O

=1
y por tanto
2 2
Xop;1—2 Xon; &
2 << —T2 i =1-a YIecO
—-2> InX; —-2> InX;
i=1 i=1

con lo que se tiene el intervalo deseado.

|

El método puede generalizarse al caso en el que T(X7, ..., X, 6) sea un
estadistico T'(X7, ..., X;,) si se introducen restricciones adicionales; mediante
el siguiente enunciado.

Teorema 4.2.2 (método de Neyman)

Sea (Xi,...,X,) una m.a.s. correspondiente a una distribucién de P =
{f(Z]0)0 € O} con © un intervalo de R. Si para cualquier o € [0,1] se
pueden encontrar dos funciones v, (6, &) y v5(6, @) y un estadistico T'( X1, ..., Xp,)
verificando que para todo # € ©

P{v(0,0) ST (X1, ..., Xn) <72(0,0)0} > 1 —a,

si ademds las funciones 7; y 7, son estrictamente monétonas en 6, del
mismo sentido y las ecuaciones

71(07 Oé) = T(Xl’ ceey Xﬂ)
vo(0, ) = T( X1, ..., Xp)

se pueden invertir para resolverlas en # como funcién de T' = t, entonces se
puede construir un intervalo para 6 de grado de confianza 1 — a.

Demostracién: Supéngase que v;(0,a) y v5(0, ) son estrictamente
crecientes, como en la Figura 4.2.3. Para cada 0y fijo el suceso v, (6o; ) <
T < 75(6p, ) moviéndose T, es el mismo, que el suceso §(T) < 0y < 6(T)
moviéndose T', donde son §(T) y (T soluciones de

r

O(T); )
(4.2.2) zj 0(T); )
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\z (8;c)
T
Yliﬁe:cc)
\."2(90105) /
t /
Yy f_GO:ot) /
alt) & B(t) ]

Figura 4.2.3. Representacion del Teorema 4.2.2 (Método de Neyman).
Por tanto se tiene que
POT)<0<0(T0}>1—a V€O

o lo que es lo mismo (8(T),0(T)) es un intervalo de grado de confianza
1—-oa.
|

Tgual que en el caso de la variable pivotal, es claro que este procedimiento
depende del estadistico T empleado.

Las suposiciones de monotonia estricta en los dos teoremas sirven para
la determinacién de la regién de confianza en forma de intervalo, por tltimo
la hip6tesis de continuidad en 6 de las funciones ~,(6; @) , 4 = 1,2 aseguran
la existencia de soluciones del Sistema 4.2.2.

Ejemplo 4.2.2

Dada una m.a.s. de tamafo n de una poblacién Uniforme(0,8), para de-
terminar un intervalo de grado de confianza 1 —« para 6, se puede emplear
el estadistico suficiente 7' = X, , cuya funcién de distribucién es

0 si t<0
F(t0) =14 (5™ si 0<t<0
1 si t>0

siguiendo el método de Neyman, se deben encontrar dos funciones v, (6; «)
v v5(0,a) de manera que

P{y(0;0) T < 7p(0;0)[0} 21—,  a€][0,1].
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En este caso se puede conseguir la igualdad. Bastard hacer
F(71(0,0)10) = on
1=F(71(0,0)|0) =a—m
con a; € [0, ], de donde
1
71(6; @) = bt
Y263 @) = 0(1 = (= an)) /"™

Gréficamente, véase la Figura 4.2.4, las funciones -, son rectas que pasan
por el origen; si se igualan

Y1(0;0) = T(X1, ..., Xn) }
Y2(05a) = T(X1, ..., Xn)

v, (850)

vy (85

@ |

8 6

Figura 4.2.4. Representacion del intervalo de confianza para la poblacion U (0,
queda

(T(X1s 00y X)) = Xy (1 — (@ — ay)) 7"

T
(T(X1,.... Xn)) = X(n)afl/n

0
0
En definitiva (X,)(1 — (a — o)), X(n)al_l/n) es un intervalo para
0 de grado de confianza 1 — a.
Es facil comprobar que al variar a; € [0,«] el intervalo de amplitud
minima viene dado por a; = «, y por lo tanto, es

ICl,a(e) = (X(n)a X(n)ail/n).
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4.3. INTERVALOS DE CONFIANZA ASOCIA-
DOS A LA DISTRIBUCION NORMAL

En los casos siguientes se supone una poblacién X ~ N(u,0) y que se
trabaja con m.a.s. de tamano n.

Intervalo para la media con varianza conocida:

Si se toma 6 = u se puede emplear que —\/_ tiene distribucién N (0, 1)
y al ser o conocida se puede utilizar como variable pivotal

X _
(4.3.1) T(X1, .. Xnif) = =——V/n

determinando Za para que P{@\/ﬁ < zg } = 1 — « se obtiene que un
intervalo de confianza de grado 1 — « para la media de la poblacion es

— o — g
ICl—a(G) = (X — %Z%,X—F %Z%> .

Ademsds al ser la distribucién de la normal simétrica; éste es el intervalo de
amplitud minima entre todos los de grado de confianza 1 — a.

Intervalo para la media con varianza desconocida:

En este caso la variable T de la Expresion (4.3.1) no puede ser empleada
como variable pivotal, por lo que se recurre a

vn,

(4.3.2) (X1, X0 6) = =

n
2 1 ) <\ 2 . . } . .,
con §* = — E (X;—X)? la cuasivarianza muestral, ya que dicha expresién

i=1
se distribuye segin una 7' de Student con n — 1 grados de libertad. Esto
conduce a que un intervalo de grado de confianza 1 — « para la media es

I1C1—o(0) = <7 X A+t

i)

donde por el mismo motivo que antes, el intervalo es de amplitud minima
entre los de probabilidad 1 — a basados en la variable pivotal (4.3.2).
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Intervalo para la varianza cuando la media es desconocida:

2 se puede utilizar como variable pivotal

SZ
0

Si el pardmetro es 6 = o
(4.3.3) T(Xy,.... Xn;0)=(n—1)—

que se distribuye segin una X%qa con lo que se obtiene que un intervalo de
grado 1 — « para la varianza es

1Cya(8) = ((n— 1)8% (n— 1)52)

2 )
Xn—1;2 Xp-1;1-2
donde
2 2 «
P{anl < Xn—l;%} =1- 5
2 2 @
P{anl < Xn—l;l—%} = 3

que no son los valores correspondientes ala amplitud minima, sino valores
que dejan colas iguales a 5§ bajo la distribucién Xn 1 ¥ que son mds féciles
de calcular. Cuando p es con001da es méas correcto utilizar como variable
pivotal

n PR 2
(4.3.4) T(X1, ..., Xn; 0) = ; (%)

que se distribuye como x2.

Intervalo para la diferencia de medias:

Si se dispone de dos m.a.s. de tamanos n; y ns de dos poblaciones, X
con distribucién N(p;,01) e Y con distribucién N (j4, 02), respectivamente.
Se puede emplear, si se conocen las dos varianzas y es 6 = p; — o

X-Y
(4.3.5) T(X1, o, Xy, Vi, oo Yoy 0) =

como variable pivotal, ya que se distribuye N(0,1) y es conocida salvo 6.
Esto lleva a que un intervalo de grado de confianza 1—« para la diferencia
de medias es

ICI o(0) = | X - Y—ZQ,/‘” 02 , X - Y+2a,/“1 "2

intervalo de amplitud minima basado en (4.3.5), donde
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con @ la funcién de distribucién de la N (0, 1).
Si las dos varianzas son desconocidas pero iguales, 03 = 03 = o2 entonces
se utiliza como variable pivotal

X-Y-0
(4.36) T(Xl,...,an,)/l’....’YnQ;e) — T
Sp T e

que se distribuye segtn una distribucién de Student 7},, 4y,—1, donde

ny — 1)5% + (n2 — 1)5%

52:(
p ny+ng —2

es una ponderacién de las cuasivarianzas de cada muestra y que habia sido
llamada cuasivarianza muestral ponderada, véase la expresion (1.5.3.5). Esto
lleva al intervalo de confianza

—  — 1 1 = = 1 1
Ilea(H) = <X - Y - tn2+n271;%sp ’I’L_]_ + 77,_2’ X - Y + tn2+n2,1;%5p ’]’L_]_ + n_2>
que es de amplitud minima y donde tm+n2,1;% es el cuantil de orden 1 — 3
de la distribucién de Student con ni + no — 2 grados de libertad.

En el caso en que 02 y 03 sean desconocidas y distintas la distribucién

de

X-Y -6
(4.3.7)
53 | s53
ni + ng
depende de =%. A dicha distribucién se la conoce con el nombre de distribu-

cién de Behrens Fisher, por lo que (4.3.7) no puede utilizarse como variable
pivotal.

Existen distintas soluciones al problema, no totalmente satisfactorias,
aqui se utilizard la debida a Hsu que consiste en aproximar la distribucién,
por una T' con f = min{ni,na} —1 como numero de grados de libertad,
con lo que se obtiene el intervalo de confianza aproximado

2 2 2 2
ICl,a(G): X — Y—tﬁ US S X Y+tf,2“5 S

soluciones alternativas pueden verse en Dudewicz y Mishra (1988) pdg. 567.

Intervalo de confianza para el cociente de varianzas:

Si el pardmetro es ahora 6 = —% se puede emplear como variable pivotal
o3

521

(438) T(Xl,-u,an;Ylp~-~7Yn2;9) = a2
529
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que se distribuye como una distribucién de Snedecor Fj,,—1n,—1; sin mds

2
que utilizar que (n; — 1)% se distribuyen como X%Fl 1 = 1,2. Esto lleva

1
al intervalo de grado de confianza 1 — a para el cociente de varianzas

_ (58 St
10170(0) - <S_%fn1l7n21;% I S_gan_lynl_l;%

donde fn1717n271;% y fnrl’mil;% son los cuantiles de orden 1 — 5 de la
distribucién F' correspondiente.
Este intervalo no tiene amplitud minima, ya que con el fin de facilitar los

célculos se han tomado colas de probabilidad iguales en lugar de ordenadas
iguales.

Region de confianza para la media y la varianza:

Si en el muestreo de una poblacién N(u, o) se estd interesado en encon-
trar una regién de_conﬁanza para el parametro vectorial 7 = (u,0?), se
puede utilizar que X—;E\/ﬁ y (n— 1)5—; son v.a. independientes que se dis-
tribuyen N(0,1) y x2_; respectivamente, véase el Teorema 1.4.2.1 (Fisher),
con lo que si A\,c; y co se determinan para que cumplan

P{-X< X

_#\/T_L<)\}:\/1—a P{c1<(n—1)i—§<cz}:\/1—a,

2

lo que puede lograrse a partir de las tablas de la distribucién N(0,1) y de
la X%fl, entonces se sigue, en virtud de la independencia, que

2

X —
(4.3.9) P{-)\< J“\/H<A,cl<(n—1)%<62}=1*a

La zona rayada de la Figura 4.3.1 determinada por la pardbola o2 =
%(7— w)? v las rectas 02 = (n — 1)5—12 y 02 =(n— 1)5—;, constituye una
region de grado de confianza 1 — a. Nétese que en la Expresion (4.3.9), las
variables aleatorias son X y S2.
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02=rl/}\.2 {i—p)z

02': (n-1)5 /Cl

62=i:n—1)52/’(22

X H

Figura 4.3.1. Regidén de confianza para el caso N(u, o).

Sin embargo esta regién no es un rectdngulo. No obstante, en esta situacién
se puede conseguir otra que si lo sea; por poderse aplicar un resultado més
general que se recoge a continuacion.

Proposicién 4.3.1
Sidada (X7q, ..., X;;) unam.a.s. de una distribucién perteneciente a la familia

B k
P =A{f(Z]0)0 = (01,..,0;) € R*} y para todo o € [0,1] se pueden
determinar regiones de confianza

(4.3.10) P{Si(X1, . Xn) 20,0} > 1~ % i=1,..k

k

entonces S(Xi,...,X,) = [ Si(X1,...,X,) es una regién de grado de
i=1

confianza 1 — a.

N
Demostracién: En primer lugar, obsérvese que si los conjuntos S;(X)

—
son intervalos, entonces S(X) es un rectdangulo.
Ademsés

— — — k — —
P{S(X)> 016} = P{DI(Si(X) 56)| 0}
ahora bien, pasando a los complementarios
k — — k — —
PLO(Si(X) 2698} = 1- PU(S(X) #00] 7}

(2
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y si se aplica que la probabilidad de la unién de sucesos es menor o igual
que la suma de las probabilidades de los sucesos; se obtiene que

k 4 — k o
1= 2 PAS(X) #6,0}>1- Y- ¢

de donde se sigue el resultado.
|

Es claro, que en el caso de una poblacién normal, basta hacer k=2y
utilizar que X—gﬁ\/ﬁ tiene de distribucién 7,1 y que (n — 1) > tiene de
distribucién x2_;, de donde

- — S = S
SI(X) = (X 7tn71;%_7 X +tn1%_n>

permiten construir el rectdngulo.

4.4. INTERVALOS DE CONFIANZA PARA MUES-
TRAS GRANDES

Se ha visto al hablar de los EMV, véase la Seccién 3.6.3, que en ciertos

casos se pueden encontrar sucesiones de estimadores T,, y constantes o,,(6)
9 L . ~

tales que para todo 6 UT:(9§ =% N(0,1). Por lo tanto, si el tamafio muestral

es suficientemente grande, se puede determinar Zg para que

—0
"0 <zg|f}~1-a
con zg tal que <I>(z<2x) =1—3 donde @ es la funcién de distribucién de la
va. N (0,1). Si la relacién anterior puede invertirse, se podra utilizar para
determinar un intervalo de confianza para 6.

Nétese que si la ecuacién de verosimilitud tiene una inica ralz On puede
tomarse T}, = 0,, la sucesién consistente de raices y on(0) = \/1_(9 que, si

(4.4.1) P{-za <T

es una funcién continua, como 5,1 £%, 9, puede ser aproximada por an(en)
lo que facilita la inversién de la Expresion (4.4.1).

Ejemplo 4.4.1

Para construir mediante muestras grandes, un intervalo de grado de con-
fianza 1 — a para el pardmetro 6 de una poblacién con funcién de densidad
f(z]0) = e~ 2 >0, 0 > 0. Como la ecuacién de verosimilitud es

n n
L =0
P
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que tiene como tnica solucién 6, = . Haciendo célculos se obtiene que

1
X
on(0) = %, lo que permite escribir

0, — 0
P{—z%< 7 \/ﬁ<z%|9}fvl—a

donde ¢(zg) =1—F con & funcién de distribucién de la N(0,1).
Expresién que puede invertirse para obtener el intervalo de grado de
confianza 1 — a para 0:

11a(0) = —X2 oy
T Tt ega’ T2

La desigualdad de Tchebycheff también puede emplearse en casos muy
generales para construir intervalos de confianza. Claro estd que los intervalos
que se obtienen mediante este método, son mas amplios, que los construidos
mediante procedimientos especificos a cada modelo de probabilidad.

Ejemplo 4.4.2
Para construir mediante muestras grandes, un intervalo de confianza 1 — «
para el pardmetro 6 de una poblacién de Poisson(d), con 6 > 0 la expresién

— 1
P{X =yl < iV0l0} > 7,

permite obtener
— 1
P{X -0 < kV0|0} > 1 — =

Asi si se hace 1 — k% =1—a y seaproxima § por X se obtiene el

intervalo de confianza aproximado para 6

[ a0)~ [T -2 Ty /2],
« «

4.5. REGIONES DE CONFIANZA BAYESIANAS

En el ejemplo que ha servido de introduccién a este capitulo, se tenia
que el intervalo (7 -1 96%,7 +1/ 96%), cuyos extremos son aleatorios,
cubria a la media 6 de la distribucién normal con probabilidad 0’95. Sin
embargo, tomada una muestra particular no puede hablarse de la probabi-

lidad de que (89'39,90'67) contenga a 6, ya que 6 es un pardmetro y no una
variable aleatoria.
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Mediante la aproximacién bayesiana, véase la Seccién 3.6.4, si se dispone
de informacion inicial sobre 6 que se pueda concretar en una distribucién
inicial 7(¢) , serd posible construir la distribucién final para 6, 7(0|7) y
con ella determinar una regién que tenga probabilidad final alta de contener
a 0. Para ello se introduce la siguiente definicién.

Definicién 4.5.1 (regién creible)

Dada una familia de distribuciones de probabilidad P = {f(Z'|0)|0 € ©}
si la informacién inicial sobre © viene dada mediante la funcién de densi-
dad o de masa 7(0) , la regién C(zy,...,z,) C O es una regién creible de
probabilidad 1 — « si

(4.5.1) P{0 € C(x1,....,xn) |71, -y Tn} > 1 —

donde esta probabilidad se calcula mediante la distribucién final, es decir

/ w(0|z1, ..., xn)d0 > 1 — .
C(x1yeeesTn)

Se ha empleado notacién con funcién de densidad, y en ese caso se puede
conseguir la igualdad en la Expresién 4.5.1. Lo mismo es valido con funcién
de masa y entonces, posiblemente, la desigualdad en la Expresién 4.5.1 serd
estricta.

Ejemplo 4.5.1

Para X una poblacién de Bernoulli(6), si la informacién inicial acerca de
¢ viene dada por 7(6) = I(9,1)(f), con m.a.s. de tamano n la distribucién
final es

n n n n

T n—y 2w n=)_ @i
05 10 E e 65 00" E 1,,0)

70|21, ..., xn) = =

12":% "*iri Bn‘l—n'l
/eizl (1_9) & (l_lxz‘i‘ , Z;$z+

7

(2

n n
una distribucién Beta de pardmetrosp= > X;+1 y g=n—> X;+ 1L
i=1 =1
10
Mediante las tablas de la distribucién Beta, parael cason =10 Y z; =
i=1
3 y1—a=090 seobtiene que el intervalo crefble es (0'135,0'564) donde
se ha tomado F(0'135) = 005 y F'(0'564) = 0'95, de la distribucién Beta
de pardmetros 4 y 8.
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Como se ve en este ejemplo, en la definiciéon de regién creible hay una
indeterminacién a la hora de escoger el intervalo, aqui se ha optado por
lo més sencillo, que consiste en determinar las colas de la distribucién de
probabilidad final iguales y por tanto de valor 5. Lo més correcto es escoger
la regiéon de manera que los puntos en ella tengan la méxima probabilidad
final posible, con lo que ademds se consigue que cuando la regién sea un
intervalo tenga amplitud minima. En esta situacién se habla de region creible
de mds alta distribucién final, y lo serd C(z1,...,z,) si es de la forma
C(z1,...,xn) = {0|7(0)21, ..., xy) > ¢} donde ¢ se determina para que P{6 €
C(x1, .y Tn)|T1, -y T} = 1 — . Obsérvese que a medida que ¢ disminuye
esta probabilidad va aumentando, cuando ¢ vale 0 P(C(21, ..., )| @) = 1.

n(el%)

Figura 4.5.1. Determinacion de la region creible de mds alta probabilidad final.

Asien el Ejemplo 4.5.1, el intervalo creible de més alta probabilidad viene
dado por (0'117,0'542) lo que puede comprobarse a partir de la distribucién
Beta. Se observa que este intervalo tiene menor amplitd que el obtenido en
el Ejemplo 4.5.1.

Ejemplo 4.5.2
Para m.a.s. de tamano n de una poblacién N(6,1), cuando la informa-
cién inicial sobre 6 puede suponerse N(0, 1), al ser la distribucién final

N (n”—fl, ﬁ), véase el Ejemplo 3.2.3.3, el intervalo creible viene dado por

nT ; 1 nT 42 1
n+1 2 n+1 n+1 2y/m+1/)"
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Recordemos que el intervalo de confianza obtenido desde el punto de

vista cldsico es
_ 1 _ L 1
T—2a—=, T+ 22—
2 \/ﬁ 2 \/ﬁ
que tiene mayor amplitud, aparte de su diferente interpretacion.
|

Fl estudio de las regiones de confianza 6ptimas descansa, bdsicamente,
en las propiedades de 6ptimo de los contrastes estadisticos por lo que ha de
retrasarse a la Seccién 5.5.

4.6. APROXIMACION HISTORICA

Desde el punto de vista histérico, los primeros trabajos sobre regiones de
confianza se debieron a Fisher alrededor de 1925. Ronald A. Fisher, nacié
el 17 de Febrero de 1890 en East Finchley (Londres) era el méds jéven de
ocho hermanos. Desde muy pequeno mostré una gran habilidad para los
razonamientos matemadticos, en particular para la geometria.

Al haber tenido muy mala visién, el médico le prohibié estudiar con luz
artificial, lo cual pudo ayudarle, al no poder escribir demasiado, a desarrollar
su gran intuicién geométrica.

En 1909 obtuvo una beca para el Caius College de Cambridge donde se
diplomé en 1913. Alli estudié matemaéticas y mecdnica y se apasioné por la
Biometria y la Genética. En 1912 publicé el primero de sus 395 articulos,
en el que introduce un criterio para ajustar curvas de frecuencias, en él
utiliza, sin nombrarlo asi, el método de la mdxima verosimilitud. Trabajé
en una compania mercantil en Londres hasta 1915. En este ano publicé un
trabajo sobre la distribucién del coeficiente de correlacién. Este articulo le
di6 fama entre la comunidad estadistica y le puso en contacto con Student.
Tras cuatro anos de dedicarse a la ensenanza, acepté en 1919 un puesto en la
Estacion Experimental de Rothamsted, 50 km al noroeste de Londres, que
prefirié al que le ofrecié Karl Pearson para que se incorporara al Laboratorio
Galton del University College de Londres, que Karl Pearson dirigia. En esta
estacién experimental se dedicé hasta 1933 a su otra vocacién aparte de la
estadistica: la genética. A la jubilacién de Karl Pearson en 1933, Fisher se
ocupé del Departamento de Eugenesia en el University College. Su dltimo
puesto en Inglaterra es de catedrético de genética en Cambridge, desde 1943
hasta 1957. En este afio se traslada a Adelaida, en Australia, donde muere
en 1962.

Durante su estancia en Rothamsted desarrolld el disenio de experimentos,
pero también se debe a él practicamente todo el desarrollo de la teoria de
la estimacion estadistica. Establecié claramente la distincién entre muestra
y poblacién e introdujo los conceptos de suficiencia y ancilaridad, definié
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la cantidad de informacién que lleva su nombre, desarrollé el método de
estimacion de la méxima verosimilitud y obtuvo las propiedades asintéticas
del mismo.

Lo abundante de su produccién cientifica no le impidié participar en
varias instituciones estadisticas; fué presidente de la Royal Statistical So-
ciety, de la Sociedad de Biometria y presidente del Instituto Internacional
de Estadistica. Ademds de esto, tuvo tiempo para polemizar duramente con
algunos de sus colegas.

Una reedicién de los tres principales libros de Fisher, puede verse en
Bennet (1990).

En cuanto a la determinacién de las regiones de confianza, su deduccién
se apoy6 en el concepto de funcién de verosimilitud y le llevé a obtener la
distribucién que él llamaba fiducial. De forma resumida si la funcién de vero-
similitud L(9|7") = f(7'|0) es integrable sobre todo el espacio paramétrico,
la distribucién fiducial viene dada por

e
/ L(0]7)do
(C]

A partir de esta distribuciéon determinaba Fisher dos valores que con-
tuvieran con probabilidad alta, 1 — «, a € y que constitufan el intervalo
fiducial.

Esta aproximacién no ha sido continuada, sin embargo, con demasiado
éxito, pues presenta algunos inconvenientes, basicamente de interpretacion.

La otra figura que contribuyé al desarrollo de las regiones de confianza fué
Neyman alrededor de 1937 como consecuencia del desarrollo de los contrastes
de hipdétesis, que serdn estudiados en el siguiente capitulo.

Jerzy Neyman naci6 el 16 de Abril de 1894 en Bendery, en Rusia, en el
seno de una familia de origen polaco. Cursé estudios superiores de mateméti-
cas y fisica en la universidad de Kharkov. Alli se interesé por los desarrollo de
la teoria de la medida de Lebesgue, dominio en el que publicé sus primeros
trabajos.

Durante la revolucién rusa de 1917 a 1921 la vida de Neyman corre
peligro, por lo que se traslada a Polonia, donde obtiene su doctorado en
1923. En 1924 consigue una beca para trabajar en el University College de
Londres bajo la direccién de Karl Pearson, y allf coincide con Fisher, Student
y Egon Pearson, hijo de Karl Pearson. En colaboracién con Egon Pearson y
con Fisher inicialmente, desarrolla la teoria de los contrastes de hipétesis y
de la estimacién por regiones de confianza, hasta que choca con este tltimo.
En 1925 viaja a Parfs y asiste a los cursos impartidos por Lebesgue y Borel.

De vuelta a Polonia, dirige el Departamento de Estadistica del Insti-
tuto Nencki de Biologia Experimental hasta 1934, en que Egon Pearson le
propone un puesto de profesor en el University College, que Neyman ocu-
pa durante cuatro anos. En agosto de 1938 se traslada a la Universidad
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de California, en Berkeley, para crear un Departamento de Estadistica y
verosfmilmente también, huyendo de la Segunda Guerra Mundial que veia
acercarse.

Se quedé en Berkeley hasta el fin de sus dias impulsando el Departamento
de Estadistica. Particip6 en el Instituto Internacional de Estadistica y en la
Sociedad Bernoulli, su rama europea. Murié el 5 de Agosto de 1981.

Se interesé en teorfa de la probabilidad, fisica estadistica y procesos es-
tocdsticos; y quizds sus contribuciones en estadistica m4s importantes fueron
la creacién de los tests estadisticos, en colaboracién con Egon Pearson, y la
elaboracién de la moderna teorfa de muestras.

Las diferencias entre la aproximacién fiducial y la de regiones de confian-
za, produjo la ruptura entre Fisher y Neyman. Se debe apuntar en el haber
de Neyman, que éste no respondié jamds a las criticas de Fisher, salvo en
1961, ano en que celebrd, con humor por cierto, las bodas de plata de su
disidencia con Fisher.

Fisher y el binomio Neyman y Egon Pearson fueron los que contribuyeron
a la creacién y desarrollo de la estimaciéon mediante regiones de confianza.

4.7. EJERCICIOS

4.7.1
Para m.a.s. de tamano n, de una poblacién con funcién de densidad

5t
f(z]0) = FI(Q@](QZ) con 6>0

a) Héllese el estimador de maxima verosimilitud 7.
b) Determinese la region de confianza de grado 0'95 para 6, de la forma
(AT, +00) para A\ conveniente.

4.7.2
Para m.a.s. de tamafio n, de una poblacién con funcién de densidad

f(z]0) = (6 + 1):1:61'(071)(30) con 6>0

constriyase la regién de confianza de grado 1—a basada en la variable pivotal
T(X1,...; Xn;0) = = > 1 In X;(6+1) tomando probabilidades colas iguales.

4.7.3
Demuéstrese que para m.a.s. de tamafno n si la funcién de distribucién de
la poblacién F'(z|f), es continua en 6, y como funcién de 6 es estrictamente
mondtona, entonces

T=— Y nF(xilf) ~ x5,
i=1

y, por tanto, constituye una variable pivotal.
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4.7.4
Para una poblacién con funcién de densidad

4 4
f(z|0) = Z7 I a](x) — ?(x — H)I(%ﬁ](a:) con 6 >0,

y a partir de una observacién
a) Héllese el estimador de méxima verosimilitud 7" para 6.
b) Constriyase una regién de confianza de grado 1 — a de la forma

(5.7,

4.7.5
Para una poblacién con funcién de densidad

f@10) =e @0, 1 )(t)  OER,

a partir de m.a.s. de tamafio n, determinese un intervalo de confianza de
grado 1 — a mediante el método de la variable pivotal con probabilidades de
colas iguales.

4.7.6
Determinese a partir de m.a.s. de tamano n de una poblacién con funcién
de densidad
f(2|0) = 32071 g g ()
un intervalo de grado de confianza 1 — @ mediante el método de Neyman.

Toémense probabilidades de colas iguales.

4.7.7
La cantidad de lluvia, en litros, caida en dos regiones diferentes A y B arroja
los siguientes resultados:

A |87 | 775 | 121’4 | 76’4 | 79’8 | 105’1 | 862 | 72’2 | 103’2 | 130’8
B 903|507 | 771 | 96’4 | 95’7 | 1074 | 60’8 | 106’9 | 64’7 | 102’4

Se puede suponer que los datos constituyen m.a.s. de poblaciones nor-
males e independientes.

a) Determinese un intervalo de confianza de grado 0'95 para la varianza
de la primera poblacién.

b) Supuesto que las dos varianzas poblacionales son desconocidas pero
iguales determinese un intervalo de confianza de grado 0’95 para la diferencia
de medias poblacionales.

c¢) Repitase la parte anterior si se supone que las dos varianzas son des-
conocidas y diferentes.

4.7.8
Para estudiar la conveniencia de aumentar sus instalaciones, una empresa
desea estimar la demanda que va a tener durante el préximo ano. Para ello
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selecciona al azar a 10 de sus clientes y observa que el nimero de unidades
demandadas en el dltimo afio se distribuye con arreglo a la siguiente tabla:

n° de unidades 1000 | 1002 | 1004 | 1006 | 1008 | 1010 | 1012

n° de clientes que las demandan 1 2 1 2 1 2 1

Si se supone que la demanda va a seguir comportiandose igual y que la
varianza poblacional es 16, determinese una regién de grado de confianza
1 — « para la media poblacional:

a) Sin efectuar hipétesis sobre la distribucién de la poblacién.

b) Suponiendo que la poblacién es N (6, o).

4.7.9
Con vistas a comparar la duracién de dos marcas de televisores, se observan
las duraciones hasta la primera averia, de dos m.a.s. de tamano 10, en miles
de horas, obteniéndose los siguientes resultados:

tipo A [ 199 | 194 | 20’2 | 19’2 | 20°5 | 10’2 | 15’1 | 10’5 | 19’4 | 20’6
tipo B | 27’5 | 272 | 212 | 23’9 | 29’5 | 31’8 | 38’1 | 37’2 | 298 | 31’3

Si se supone que el nimero de horas que funciona un televisor hasta
estropearse, sigue una distribucién normal, determinese un intervalo para el
cociente de varianzas de grado 0°95.

4.7.10
Determinese un rectdngulo de grado de confianza 0’95 para la media y la
varianza de la cantidad de lluvia caida en la regién A, con los datos del
ejercicio 4.7.7.

4.7.11
Obténgase un intervalo asintético de grado de confianza 1 — « para la pro-
babilidad de éxito de una variable aleatoria de Bernoulli(6). Apliquese para
una moneda con 1 — o = 095, si se sabe que en 100 lanzamientos se han
obtenido 40 caras.

4.7.12
Obténgase un intervalo asintético de grado de confianza 1 — a para el
pardmetro 6 en una v.a. de Poisson(f). Se supone que el nimero de insec-
tos en una fila sembrada de un cultivo determinado, se distribuye mediante
una distribucién de Poisson. Se toman diez filas al azar y se obtienen los
siguientes nimeros de insectos

160, 130, 36, 42, 53, 70, 45, 50, 104, 29.

Determinese un intervalo asintético de grado de confianza 0’9 para el
nimero medio de insectos por fila.
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4.7.13
Determinese un intervalo creible de probabilidad 1 — « para la probabilidad
de éxito 0 en una distribucién de Bernoulli. Supéngase que la informacién
inicial queda recogida por una distribucién Beta(1,1) y que en 10 repeti-
ciones del experimento se han observado 5 éxitos.

4.7.14
Determinese un intervalo creible de probabilidad 1 — o para el pardmetro
6 de una distribucién de Poisson(f), cuando la informacién inicial para 6
viene dada por una distribucién Gamma(a, p).
Para los datos del Ejercicio 4.7.12 determinese un intervalo creible de
probabilidad 0’9 para el mimero medio de insectos por fila, si la informacién
inicial viene recogida por la distribuciéon Gamma(0'5, 30).

4.7.15

Un individuo realiza un test de inteligencia cuyo resultado X se supone que
sigue una distribucién N (6,0 = 10), siendo 6 su nivel de inteligencia real.
La informacién inicial viene recogida porque en el colectivo a que pertenece
el individuo, la inteligencia 6 tiene una distribucién N (100, o9 = 15). Deter-
minese una regién crefble de probabilidad (/95 para su nivel de inteligencia
cuando el resultado del test ha sido 110. Calciilese un intervalo de grado de
confianza 0’95 y compérense ambos intervalos.

4.7.16

Sean Xji,..., X, v.a.ii.d. con distribucién N(6,0), donde ambos pardme-
tros son desconocidos. Se considera la informacién inicial dada mediante
m(p,02) = 1/0? para p € R o2 € R*. Calciilese la distribucién final
(i, 02|21, oy Tny). ~

a) Demuéstrese que 7(p|x1, ..., xy,) es tal que %ul,...,xn ~Th 1,y
obténgase para p una regién creible de més alta probabilidad 1 — a;, com-
pérese con la regién de grado de confianza 1 — «.

b) Demuéstrese que 7(o2|x1,...,2,) es tal que la distribucién (n —
1)§—§|$1, ey Ty X%—p y obténgase para o? una regién creible de proba-
bilidad 1 — «, compérese con la regién de grado de confianza 1 — a.

4.8. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

4.8.1
a) La funcién de densidad de la muestra es

Il =}
J(@1,snl0) = 5" I, 1) (6)

por lo que el EMYV es 0= X(n)-
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b) La regién de confianza, de la forma (AX(,), +0c) estard determi-
nada, cuando se obtenga el valor de A tal que

P{)\X(;) <0|0} =1—a paratodo 6 >0

para lo que ha de cumplirse que

n Y 5n
P{X( <16} = P{X <yl6} = (%)

de donde ha de ser A" =1 — o; 0 lo que es lo mismo A = (1 — a)% y
RCy_o(0) = ((1 - a)%x(n),+oo) .

4.8.2
Por el Teorema 4.2.1 (variable pivotal) se debe obtener la distribucién de

la variable y = —(f + 1)Inz. Si se hace el cambio z = e~ ¥/(0+1) Z—;

ﬁe_ﬁ resulta que g(y|f) = e ¥ con y > 0, luego es independiente de 6.
Haciendo el cambio a z = 2y con lo que y = %z, % = % vy g(z) = %e*%‘z,

con z > 0y se tiene que Z ~ Gamma(a = %,p =1). En resumen que

—2(0+1)3 InX; ~x3,.

n

i=1

Mediante las tablas de la distribucién X%m es posible determinar Xgn‘l_g
TR

y X%n;% tales que

n
P {X%n;l% < =2(0+1) Z:llnX,- < X%n;%} =1—-«a
1=

y por tanto el intervalo de confianza de grado 1-« es

n n
1.2 1.2 .
5Xop1_a — E llnXl TXopa ~ § 1lnXl
1= 1=

IC1_4(0) = — , —
— Z In Xi — Z In Xi
=1 =1
4.8.3
Efectivamente, por ser F'(-|) continua, Y = F(X;|0) ~U(0,1)y —21n F(X|0) -
X2 ya que si se hace el cambio z = —21Iny, con lo que y = e_%z, % = %e‘éz

se obtiene g(z) = %e 32 que es la densidad x3, de donde la distribucién de

T=-2% InF(X;i|0) ~ X3,
=1
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Por lo tanto se pueden determinar los cuantiles de la distribucién x3,
para que
P{X3p1-2 S T(X1, .., Xni0) < x50} = 1 - @,

la monotonia estricta en 6 y la invertibilidad de las ecuaciones

Xgn;lf% =T(x1, .y Tn; 8(21, oy Tp))

Xgn;% =T(x1, .y Tn; 0(21, .0, Tp))

permite obtener el intervalo de confianza (8(X1, ..., X»),0(X1, ..., Xy,)), de
acuerdo con el Teorema 4.2.1 (variable pivotal).

4.8.4
a) La funcién de densidad viene dada en la Figura 4.8.1

2/8

0 6/2 ] %

Figura 4.8.1. Funcion de densidad triangular correspondiente al Ejercicio 4.7.4.

como hay que maximizarla como funcién de 6 para un valor de z fijo

2/=

Figura 4.8.2. Funcion de verosimilitud correspondiente a la densidad triangular
del Ejercicio 4.7.4.
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es claro, que de acuerdo con la Figura 4.8.2 el estimador de mdxima verosimi-
litud es 0 = 2X.
b) Se trata de determinar A\ de manera que

P{X <0< X2X|0} =1—a paratodoy > 0.

Pero esta expresion es equivalente a

0
— < <
P{2)\_X_9

9}—1—a para todo 6 > 0

siempre que A > 1/2; véase la Figura 4.8.3, de donde

%x=0

=6/ (21)

8/ (2x)

b a 2Ax

Figura 4.8.3. Obtencion del intervalo de confianza para el Ejercicio 4.7.4.

[ [} 0

3 4 0 4 4 [2272 4 z?
/%e—ﬂd“/% o= 5| v T
2

0
2)
1
2\
que al igualar a 1 — a permite obtener dos soluciones en A de las que solo
es vélida A = 1/+/2a.

Si se hubiera supuesto que A < 1/2, habria quedado en la Figura 4.8.3 la
recta x = 6/(2)\) por encima de la z = 0; el intervalo hubiera sido (2\z, x),
pero este intervalo en 6 es equivalente al (0,60/(2)\)) en = y es imposible
hacer que este tenga de probabilidad 1 — «, con « distinto de uno, ya que es
cero la probabilidad de que = sea mayor que 6.

Por lo tanto el intervalo pedido es IC1_,(0) = (X, \/gX) .

=1-
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4.8.5
Por ser la funcién de densidad de la muestra

7276(371‘79) n
f(ﬂfl, ,$n|9) =e¢ 1 H I[97+w)(xi)

=2 _(@i—0)
= e K

I(foo,x(l)](g)

se puede tratar de ver, si es variable pivotal T'(X(y,0) = X(1) — 0.
En efecto la funcién de distribucién de esta variable es para t no negativo

F(t):P{X(l)fHSt}
=1-PY{X >t+6}

=1 _ef’rLt

independiente de 6. Si se aplica el Teorema 4.2.1 (variable pivotal) se cumple
que

1) T(-,6) tiene distribucién independiente de 6 y es una funcién
medible

2) T(X(1),-) es una funcién continua y mondtona estrictamente
decreciente en 6

\.fziﬁcx) (1)

Yy (o)

0, (t.a) 8, (t,o)

Figura 4.8.4. Representacion del método de la variable pivotal.

luego T' es una variable pivotal y hay que determinar ~,(a), ¢ = 1,2, para
que
P{y(a) <T <7y(a)} 21 -a,
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lo que puede lograrse resolviendo las ecuaciones

F(yi(a) = 1= F(yy(@) = a—a1.

De acuerdo con el enunciado se debe usar a1 = , en este caso es ficil
hacer la determinacién de oy € [0, a] para que la amplitud del intervalo de
confianza sea minima.

11—l = o 1—(1—e™@)=1—a+m
lo que lleva, de acuerdo con la Figura 4.8.4, a
1 1
01(t,a) = X(l) + p In(a — ay) Os(t, ) = X(l) + p In(1 — o),
de donde el intevalo de confianza pedido se obtiene para oy = % v es
10 o(8) =( Xy 4+~ 2, X + ~In(1— %)

1-all) =| A1) nn2’ (1) nn B

la amplitud del intervalo en funcién de a; se hace minima cuando
11—« l—a

min In =In
0<a1<a o — 1 (67

es decir si a7 vale 0y por lo tanto el intervalo de confianza de amplitud
minima, basado en la variable pivotal es (X(l) + % In «, X(l)).

4.8.6
La funcién de distribucién de la poblacién es, para 6 > 0
0 si <0
Fz0)=1{ (3)° si 0<a<6
1 si x>0

Si se aplica el Teorema 4.2.2 (método de Neyman), basado en el estadfs-
tico suficiente X (), ya que

f(@r, oy anl0) = 3"07" Iy ) 4o0)(0) 11 (?) '

=1

Se trata de determinar dos funciones ~,;(0,a) i = 1,2 tales que para
6>0
P{01(0,a) < X(n) <72(0,0)|0} =1 -«

para lo cual se obtiene la funcién de distribucién del estadistico

0 si t<0
P{Xp <t}=P{X <t}={ ()’ si 0<t<0
1 sit>0
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de donde han de ser
F(7,(0,0)) = an 1 - F(y(0,a)) =a—ao

con 0 < a; < a, o lo que es lo mismo

de acuerdo con la Figura 4.8.5 ha de ser

Hl(t,a) :X(n)(l—a—&l)_?%" Hg(t,a) <)((n)041_E

con lo que el intervalo de colas iguales, para a; = § viene dado por

1000 = (X0 (1-5) 7 X (5) )

Aqui también es sencillo determinar el intervalo de amplitud minima, sin
mads que observar que el minimo de la expresién
_1 1
X(n)(al Sn (1 —a+ 041) 3n)

se alcanza para a; = a 'y vale (X(,), X(n)a*%).

t ' ) 1/13n)
(1-oey )

oci'/[Bn] g

t /

6, (t.,a) 8, (t,a) 0
Figura 4.8.5. Representacion del teorema de Neyman para el FEjercicio 4.8.6.

4.8.7
a) El intervalo de confianza correspondiente a o viene dado por

1Csw(o?) = <<n2_ DSt (n— 1)5%)

2
Xn—l;% Xn—l;l—%
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donde S} = 420069, X395 = 19 ¥ Xg:ro7s = 2’7 por lo que el intervalo
es (19898, 1400'23). ’
b) El intervalo de confianza para la diferencia de medias, cuando las
dos varianzas son desconocidas pero iguales, es de acuerdo con 4.3.6
- = 1 1
IC1—a(py — po) = <X -Y - tn1+n272;%sp " + "2’

= = 1 1
X-Y - tn1+n2—2;%sp n_1 + n_2>
en este caso X = 9348, Y =85/24, S? =420'069 y S2 = 421’414 por
lo que la varianza muestral ponderada es Sg = 420/604. Mediante las tablas
de la distribucién de Student, véase la tabla 5 al final del libro, se obtiene
t18,0025 = 2'101 de donde el intervalo es (—12'1047, 28'4847).
¢) Cuando las dos varianzas son desconocidas y diferentes

- = [§2 g2 __ __ S2  §2
ICl—oz(,U/]_/.Lg): X—Y—tf;% n_1+n_z7X_Y_tf;% n—i—Fn—z

con f = min{ny,n2} —1 = 9. Mediante las tablas de la distribucién de
Student es tg.p025 = 2'262 lo que lleva al intervalo (—12'5598,28'9398),
ligeramente mdas amplio que el obtenido en la parte anterior.

4.8.8
a) Mediante la acotacion de Tchebycheff aplicada a la media muestral
se sigue que

— 1 —
PX -l <} 21— V(X
de donde si se determina € para que

1
1- —‘7— =095
e2n
se puede emplear como intervalo de confianza aproximado (Y -, X + g),
lo que lleva a 2 = 16/0'5, ¢ = 5657 y como
— 1000-14..41012-1

X = =1
10 006

se sigue que ICygs(p) >~ (1000'343,1011'657).

b) Al suponer que la distribucién de partida es normal se puede
determinar el intervalo de confianza para la media con varianza conocida y
de acuerdo con la Expresién 4.3.1

IC1_o(0) = (Yfm X+2a—)

\/_ \/_
que como zygs = 1’96 es (1003'52,1008'479). Légicamente, al tener més
informacién el intervalo es mds pequeno.
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4.8.9
De acuerdo con la Expresién (4.3.8), el intervalo de confianza de grado 1 —a,
viene dado por

2 2 2
IcC 91 _ i -1 if o
1-a a% S% ni—1,n2-1;%° S% ne—1,n1-1;%

como S7 = 2/8689, 53 = 28’056 y mediante las tablas de la distribucién de
Snedecor  fg g.025 = 4'03 fggl;o,o% = (0'2481; por lo que le intervalo es
(0’0238, 0'3861).

4.8.10
Mediante la Proposicion 4.3.1 se tiene que como

P{<7 7o I,Z\/—X+n l,z\/—) ’ 02)}21_
o 2 _ 2
P (n2 1)S ’(712 1)S S 2
anl;% anl;lf%
basta obtener X = 93/48 5% = 42”069 y to.p0125 = 2686 con lo que

el primer intervalo es (76'07,110'89). A partir de Xg;0'0125 = 21’0345 y
Xg.0r0875 = 2219 se obtiene el segundo (179'7343,1703'7499).

4.8.11
Si X tiene distribucién de Bernoulli(f) mediante la distribucién asintética
del estimador de maxima verosimilitud (véase la Seccién 3 6.3) se tiene que

aproximadamente X tiene distribucién N (6, ‘7\5—73 con o(6) = +/0(1 — 0). Se

puede estimar esta expresién por o(X), por lo que el 1ntervalo de conﬁanza

asintético viene dado por
- [X(1-X [X(1-X)
Ilea(Q) ~ | X — Z% (T),

(véase la Seccién 4.4) como zgges = 1’96 y X = 0’4 se obtiene como
estimador el intervalo (0’304, 0/ 496).

NlQ

4.8.12
El EMV de @ es X, de manera que por el Teorema central del limite o por
el comportamiento asintético de los EMV (véase la Seccién 3.6.3)

oo}
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debido a la convergencia c.s. de X a 6 se puede suponer que aproximada-

mente —
X -0

~ N (0,1)

=

oL

por lo que a partir de las tablas
za tal que

e la distribucién normal se puede obtener

>

-0

X
n

<z =1l—-«a

[Nle)

R

lo que lleva al intervalo de confianza aproximado

— X — X
X —za{| —, X + za{ | —
2y n 2y n

Si se aplica a la muestra dada, la media muestral es

160 + 130 + ... +29
10

X = =719

y como 25 = 1645 queda (674891, 76'3109) como intervalo asintético de
grado de confianza 0’9 para el niimero medio de insectos por fila 6. Puede
compararse este intervalo con el obtenido en el Ejemplo 4.4.2.

4.8.13
Si la informacién inicial viene recogida por la distribucién Beta(ag, By), se
sigue que la densidad final es una Beta(ai, ;) donde

n
o =ag+ > T
i=1

n
51:504‘”—;%‘
1=

(véase el Ejemplo 3.2.3.1) la familia Beta es conjugada de la verosimili-
tud Binomial. Por lo tanto el intervalo creible viene dado por (zl_%, z%)
cuantiles de la distribucién Beta(aq, 5;).

0

1
Conapg=1,8=1,n=1y > z; =5 se obtiene para a = 0’1 que la

7=

distribucién final es Beta(6,6); con el concurso de un paquete estadistico,
los cuantiles de esta distribucién son zggs = 0'271 y 2¢i05 = 0’729 con lo
que 0 estard en el intervalo (0'271,0729) con probabilidad 0'9.

4.8.14
La familia de distribuciones Gamma es conjugada para la verosimilitud
de Poisson (véase el Ejercicio 3.7.8). Por tanto la densidad final es una
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Gamma(ai,p1) con

ar=a-+n
n
m=p+ >
i=1

por lo que el intervalo creible de probabilidad 1 — « para 6 viene dado
por (zl,g, 2g) los cuantiles de orden § y 1 — 5, respectivamente, de la
2 2

distribucién Gamma(ai,p1). Estos valores pueden determinarse ficilmente
con cualquier paquete estadistico, o bien se pueden extraer de las tablas de
la distribucién Xgp , con 2p; grados de libertad; ya que puede comprobarse

que si  ~ Gamma(a1,p1) lanueva v.a. A = 2a10 ~ Gamma(%,pl) o lo que

es igual Gamma(%, £) con v = 2p;. Es decir A = 2a,0 ~ Xgpl de donde se

sigue que el intervalo creible puede escribirse alternativamente como

L o L 2
%szﬁl_%’ 2_alx2p1;%

en funcién de los cuantiles de la distribucién X%pl'
Si se sustituyen los valores numéricos se obtiene a; = 10’5, p; = 749 y

a = 0'1. Como p; es mayor que 100, mediante la aproximacion , /2)(%101 ~

N(y/4p1 —1,1) se sigue que para obtener ¢; = Xgpl_l_g ha de obtenerse
’ 2

c1 de la expresion

e
3= P{Xgp1 <ca}=P{Z <2 — 4y — 1}

donde Z ~ N(0,1); por tanto a partir de las tablas de la distribucién normal
ha de ser v/2¢1 — v/rp1 — 1 = —1'645, de donde ¢; = 1408'8281.
Anslogamente, para la obtencién de ¢y = X%pl,g
2

1—%:P{X%SC2}=P{ZS\/2C —/4p1 — 1}

con lo que /2co — 1/4p1 — 1 = 1’645 y co = 1588/8786.
Por lo que el intervalo crefble de probabilidad 0’9 es

1 C2 / /
2 ) (67087, 756609
(2@, 2a1> (671087, 75/6609)

de amplitud ligeramente menor, que el obtenido asintéticamente en el Ejer-
cicio 4.7.12.

4.8.15
Si la informacién inicial viene dada por w(f) una distribucién (100, 15)
y la verosimilitud es f(x|¢) una densidad N(6,10) la distribucién final
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m(0|x1,...,x,) es una distribucién N(uy,01) (véase el Ejercicio 3.7.15) con
 po/od +nT/o?  100/225 4+ x/100 400 + 9z
o2 4ne?2 22571410000 13

01 = (052 +no 2 = (22571 +10071) "t = 69’23

= 106923

H1

por lo tanto el intervalo creible de probabilidad 1 — « vendrd dado por
(01_%,c%> donde estos valores son los cuantiles de orden § y 1 — 5
respectivamente de la distribucién N(uq,01). Por tanto

2

P{cl_a <0< c%|x1,...,wn} =1—-a

de donde Cl—g =y + 01212 Yy Cg =j+012¢ con zj_g yze los
cuantiles de la distribucién N(0,1) de 6rdenes § y 1 — & respectivamente.
De manera que el intervalo creible es

ICI_Q(Q) = (,ul —012g, + 0'12%)
= (90'6148, 123'2312)

que tiene una amplitud de 2- 12 =2- 83205 - 196 = 32/6164.
Para el caso cldsico, a partir de la Expresién 4.3.1

— (90'4, 129'6)
cuya amplitud es 2-oza =2-10-1'96 = 39'2.
2

4.8.16
a) Lo primero que se observa es que la integral a lo largo de todo
el espacio paramétrico es infinita, a tal densidad se la denomina densidad
impropia. Vamos a ver que a pesar de esto se obtienen densidades marginales
a partir de m(p, 0?|1, ..., Tp).
La funcién de densidad de la muestra es

F(@1, s ol 0?) = (%Q_ﬂ) (0% Fe T

que si se emplea

(w1 = p)* = (n = )S* + (T — p)?

-

=1
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puede ponerse alternativamente como

- 1 " n (i 1)S2 (T )2
f(l‘lﬂaa?):(\/?) (02) 5 e 3,z l(n=1)5%+n(T-p)’]

y por tanto la densidad final es

21 ()" (52)% ¢ 5oz [(n=1)S+n(@—p)?]
m(n, 0| T) = () () (07) Fes
| T ) () (@) Re e T g

simplificando, el denominador es

—+o00 n n_1)52 +oo -
/ (02)_(5“)67( e [/ ¢ 22 m® “)Zdu do?
0

—00

la integral entre corchetes vale 1/27”(02)1/ 2 sin més que emplear que para
cualquier Fy D >0 es

too 4 _E)2
/ e )d,u:\/27rD

—00
por lo que
( 2|_} (%Jrl)e—ﬁ[(n—1)52+n(§—,u)2]
w(p, 0% - ——
0+00(02)7(%+1)+%ef(n235 do?

) ()
JEN3)

+o0 1
/ =P e gy — o PT(p),
0

Ademds como

lo que se sigue haciendo el cambio az™! = y, la integral del denominador
2
vale ¢ PT'(p) con a = @

Lor(8) 0] (e

y la densidad marginal

y p= ”T_l Por lo que el denominador es

n 1 2 = 2
00(02)—(74-1)67?;[(7171)‘9 +n(T—p) ]
m(plT) = Jo e ’

Lot () [w- %] T r ()

. . — _ (n=1)s’4n(@—p)?
volviendo a aplicar que el numerador es ¢ PT'(p) con a = 5

y p =4 se obtiene que

3

e T [ 1S niE ]
W =IO e
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o alternativamente
—n/2
L (T 272
n—1\s/\y/n Vn—18
por lo que 7(t|Z’) es la densidad de una distribucién de Student 7,1 con
t= Tk

SV

La regién creible de més alta probabilidad final viene dada por

P{tn—l;l—% < % < tn—l;% ?} =1—-—«

yva que al ser la distribucién de T simétrica basta hacer que los cuantiles de
la distribucién dejen colas iguales a 5. Es decir que

() = Vi)

S
P{T —tlp_1.2a < pu<TH+
n 2

S
NG %tnfl;lf%

luego la regioén crefble de més alta probabilidad 1 — a es

_ S _ . S
(ZE - _tn—l;%am + _tn—l;l—%)

?}:104

Vn vn

Se observa que numéricamente coincide con la regién de grado de con-
fianza 1 — « obtenida a partir de (4.3.2), pero su interpretacién es bien
distinta. Aqui la probabilidad final de que p esté contenida entre los dos
extremos es igual a 1 — «, en el caso cldsico son ambos extremos las v.a.
y fijado p estos extremos aleatorios contienen a p con probabilidad 1 — «,
por eso cuando se obtiene una muestra particular ya no se puede hablar de
probabilidad y se dice que es 1 — a el grado de confianza con que p estd
entre ambos extremos.

b) Para la obtencién de 7(0%| @) se parte de m(u, 02| T ), si se integra
respecto de u, se obtiene

[(m—1)52+n(i—p)2]
2= fj;o(UQ)_%_lei:lz : dp
7)==

(o

n—1

L (1) F -1 T T(Hr(zg)
pero el numerador puede ponerse como

n _(n—1 52 +oo 1 N2
(') 27 e oz / e 37" ET gy,
—00

y usando de nuevo que la integral vale 27“0 se obtiene, tras simplificar,

que

(n-1)52 _1 1
(033l 5T (3) 2 (D)2
7(0?|7) = )
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con lo que mediante el cambio y = (n — 1)% se obtiene que

n—1

1\ 2 1 1, n-1_
W(QQI?)=<§> NESN Wyl oy >0

2

. S2 | — 2 .
con lo que efectivamente (n — 1)25[@ ~ x;_; v se obtiene el resultado
deseado.

Se puede calcular la regién creible de probabilidad 1 — a a partir de
2 S? 2 —
P Xn-1;1-9 <(n-— 1)§ < Xn—l;%| r,=1-aq,

ahora ya no es de mds alta probabilidad y si su aproximacién con colas
iguales, con lo que se obtiene que el intervalo creible de probabilidad 1 — «

viene dado por
<(n ~1)S? (n— 1)52>

2 72
anl;% anl;lf%

que coincide numéricamente con el obtenido en el caso cldsico a partir de
la Expresion (4.3.3) pero con una interpretacién radicalmente diferente; de
manera andloga a lo ocurrido para la media 4 en la parte a).






Capitulo 5

CONTRASTES DE
HIPOTESIS

5.1. INTRODUCCION

El problema general de la estimacién ha sido eliminar la incertidum-
bre acerca del pardmetro que caracteriza a la familia de distribuciones de
probabilidad.

Una forma de hacerlo ha sido tomar los estimadores por punto y susti-
tuir el valor desconocido por una funcién de la muestra; otra segunda ha
consistido en la utilizacién de regiones de confianza o regiones creibles en las
que estard el valor desconocido con probabilidad alta, bien sea interpretada
ésta como grado de confianza o bien como probabilidad final.

La manera de proceder en este capitulo va a ser debilitar la peticién del
problema, tratando de dilucidar si dada la muestra se puede afirmar que
el valor de 0 pertenece al conjunto paramétrico ©g o bien al conjunto pa-
ramétrico ©1. Es decir, que ahora se pretende discriminar entre lo que se
denomina la hipdtesis nula Hy : 0 € ©g y la hipdtesis alternativa Hy : 0 € ©1.

Como se ha hecho en los capitulos anteriores, se estudiardn tanto la
aproximacion cldsica como la bayesiana, segin se pueda considerar el valor
0 como pardmetro o como variable aleatoria, dicho de otra manera, segiin
se considere la evaluacién del procedimiento que se utiliza bien frente a la
distribucién en el muestreo, o condicionado a la muestra que se ha obser-
vado. Es importante senalar que segin la aproximacién utilizada, se va a
producir una segunda diferencia fundamental; en la aproximacion cldsica se
va a introducir una asimetria entre la hipétesis nula y la alternativa que no
existe en la aproximacién bayesiana. En este sentido se interpreta, dentro
de la primera aproximacién, que el contraste estadistico lo que pretende es
ver si la evidencia obtenida al observar la muestra es favorable a la hipéte-
sis nula, o por el contrario hay que dirigirse hacia la hipétesis alternativa.

207
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Por esta razon se debe colocar como hipdtesis nula, aquella sobre la que se
tenga inicialmente un mayor convencimiento de que va a ser cierta, pues co-
mo se verd por la forma de construir los contrastes, desde el punto de vista
cldsico, se actia tratando de proteger a la hipdtesis nula. Esta importante
consideracién no ha de ser tenida en cuenta en los contrastes bayesianos, ya
que en esta ultima aproximacién se consideran ambas hipétesis de manera
simétrica.

Situaciones a las que se puede aplicar el modelo del contraste de hipétesis,
en sus dos aproximaciones pueden ser: jde los resultados de las tiradas de una
moneda puede concluirse que ésta es equilibrada?, jes y, la talla media de
una poblacién?, ;tiene la vitamina C una repercusién positiva en la curacién
de la gripe?, ;la utilizacién del cinturén de seguridad rebaja la proporcién
de accidentes mortales?, juna central atémica hace aumentar los niveles de
radiacién en la zona instalada? y un largo etc.

Para explicitar el modelo a emplear se suponen m.a.s. de tamano n de
una distribucién de la familia P = {f(x1,...,2,]0)|0 € O} donde se emplea
notacién de funcién de densidad.

Definicién 5.1.1 (contraste estadistico)

Es cualquier particién del espacio muestral X en dos conjuntos RA y RC
de tal manera que si el punto muestral = = (21, ..., ) pertenece a RA se
dice que se acepta la hipétesis nula, es decir, se admite Hy : 0 € Og, y si
T € RC se dice que se rechaza la hipétesis nula, o lo que es lo mismo, se
admite Hy : 8 € ©1. A RA se le denomina regién de aceptacién y a RC
region critica.

Con frecuencia el contraste de hipétesis es especificado en funcién de un
estadistico T'(x1, ..., &, ) que resume la informacién muestral, asi si se quiere,
para una poblacién N(6,1), contrastar la hipdtesis nula Hy : § = 0 frente
a la hipétesis alternativa H; : § = 3, se puede emplear como regién critica
RC = {X > (0/392}, es decir, se rechaza la hipétesis nula para aquellos
puntos muestrales para los que la media muestral iguale o supere al valor
0'392. En lugar de utilizar toda la muestra se emplea la media muestral.

Algunos autores, por una restriccién de tipo matemético que se intro-
ducird mds adelante, llaman a los contrastes estadisticos que aqui se han
definido contrastes no aleatorizados y admiten la existencia de contrastes
aleatorizados como aquellos para los que en determinados puntos se realiza
un sorteo para decidir entre la aceptacién o el rechazo de la hipétesis nu-
la. En este texto no se van a considerar los contrastes aleatorizados ya que
desde el punto de vista practico no son realistas.

Se llama hipdtesis simple, bien sea la nula o la alternativa, a aquella que
consta de un tnico elemento, en otro caso se habla de hipétesis compuesta.
Cuando el espacio paramétrico sea toda la recta real, es decir © = R, se
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llaman hipdétesis unilaterales a aquellas en las que se contrasta un semiinter-
valo frente a su complementario y se llama hipétesis bilaterales a aquellas
en las que se contrasta un intervalo, propio o no frente a su complementario.

Asi, si se estd trabajando con una poblacién N(6,0¢) con og conocida,
es un caso de hipétesis nula simple frente a alternativa simple, el contrastar
la hipétesis nula Hy : 0 = 0y frente a Hy : 0 = 01. Un caso de hipdtesis nula
unilateral frente a alternativa unilateral es el contrastar la hipétesis nula
Hy : 0 < 0y frente a Hy : 6 > 6. Es una hipdétesis bilateral el contrastar
Hp: 0 € [a,b] frente a H1 : 0 < a 6 6 > b. Salvo en el primer caso, en todos
los demds se estd trabajando con hipdtesis compuestas.

Mediante la utilizacién de un contraste se pueden cometer dos tipos de
errores: rechazar Hy cuando 0 € O, llamado error de tipo I o aceptar Hy
cuando 0 € ©; llamado error de tipo II. Por lo tanto lo que puede ocurrir
con un test de hipétesis queda recogido en la Tabla 5.1.1.

| 7 eRC 7 € RA
0 € ©q | error de tipo I correcto
0 €O correcto error de tipo II

Tabla 5.1.1. Consecuencias de un test de hipdtesis.

Serd deseable construir contrastes de manera que ambos tipos de error
sean pequenos. Si se quiere disminuir la probabilidad de cometer error de
tipo I se deben llevar puntos de la region critica a la regiéon de aceptacién pero
entonces aumenta la probabilidad de cometer error de tipo II, de acuerdo con
la Tabla 5.1.1. La solucién es llegar a un compromiso entre las probabilidades
de error de ambos tipos que se quieran asumir, para ello se definen los
siguientes conceptos.

Definicién 5.1.2 (nivel de significacién y tamano)
Al contrastar Hy : 0 € Qg frente a Hy : § € O mediante el test de regién
critica RC y regiéon de aceptaciéon RA, se llama nivel de significaciéon a
cualquier nimero « € (0,1) tal que P(RC|0) <« V0 € Oy.

Se llama tamafio al menor de los niveles de significacién, es decir al valor

a tal que sup P(RC|0) = «.
[UASSH
|

Lo que se pretende es emplear tests con nivel de significacién « pequeno
yva que este valor es la cota de los errores de tipo I.

Definicién 5.1.3 (funcién de potencia)

Al contrastar Hy : 0 € ©Oq frente a Hy : § € ©7 mediante el test de
region critica RC y region de aceptacion RA, se llama funcién de potencia a
B(0) = P(RC|6) cuando 0 recorre tanto la hipétesis nula como la alternativa.
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Se observa que cuando 6 € g la funcién de potencia es la probabilidad
bajo 6 de cometer error de tipo I y cuando 6 € ©1 la potencia es 1 menos
la probabilidad de cometer error de tipo II. Por lo tanto interesa obtener
contrastes que tengan funcién de potencia pequena cuando 6 € ©¢ y grande
cuando 0 € ©1, de esta manera las probabilidades de cometer ambos tipos
de error serdn pequenas.

Ejemplo 5.1.1

Si para una poblacién N(u,0 = 1), se quiere contrastar la hipé6tesis nula
Hy : i = 0 frente a la hipétesis alternativa Hy : g4 = 3, con m.a.s. de tamano
n = 25, el contraste de regién critica RC' = {X > 0392} tiene de tamafo
0'025, ya que

P{X >0392|u =0} =P{z>L32,

1/v/25
=P{Z > 196}
= 0025

la funcién de potencia es

Bp) = P{X >0'392|u}

B 0/392—
=Pz =50
—1— ®(1'96 — 5p)

con Z distribuida N(0,1). Asi cuando p = 3 la funcién de potencia es
$(13'04) précticamente igual a 1.
|

Para evitar que al tomar tamanos « diferentes, con la misma evidencia
muestral, en unos casos se rechace la hipétesis nula y en otros se acepte, se
introduce el concepto de p-valor. Con poca precisién pueden decirse que el
p-valor es la probabilidad del suceso cola que ha sido observado.

Definicién 5.1.4 (p-valor)

Si para contrastar Hy : 0 € O frente a Hy : 6 € ©7 el test tiene de
regién critica RC = {Z'|T(7') > ¢} para T un estadistico conveniente y se
observa, la muestra @ = (21, ..., Z,), se denomina p-valor correspondiente a
7 al valor

(5.1.1) p(T1, ..., Ty) = SUP P{T()—(z) >T(x1,...,70)|0}.
0€B0

Lo primero que se observa es que el p-valor es un concepto que depende
de la observacién realizada z. Ademsds, si se emplea el test de tamano a,
con « estrictamente menor que el p-valor correspondiente a T, este valor
de @ pertenece a la regién de aceptacién, mientras que para un valor del
tamafio mayor que el p-valor, T pertenece a la regién critica del test. En este
sentido el p-valor es el tamano limite correspondiente al valor observado.
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Por ultimo, como a menor tamano « es menos verosimil que se presente
un suceso incompatible con la hipdtesis nula, un p-valor observado pequeno
se interpreta como poca evidencia a favor de Hy, y se dice que el p-valor es
el valor de la evidencia en contra de la hipétesis nula.

Asf en el Ejemplo 5.1.1 si se observa una muestra cuya media muestral
es de T = 01, el p-valor es

p(7) =P{X>01p=0}=P{Z>01x5}
= P{Z > 0'5} = 0/0062.

Es decir hay una fuerte evidencia de que Hy sea falsa; todavia con un tamano
a = 0’1 se habria rechazado Hj, mientras que con o = 0’001 se habria
aceptado Hy.

5.2. METODOS DE CONSTRUCCION DE CON-
TRASTES DE HIPOTESIS

En uniformidad con lo hecho en la estimacién por punto y en la esti-
macién por regiones de confianza, se van a estudiar ahora diferentes proce-
dimientos de construccién de contrastes. Asi se desarrollan a continuacion el
método de la razén de verosimilitudes, el método bayesiano y la invariancia.

5.2.1. Contrastes de la razén de verosimilitudes

Este método de obtencién de contrastes de hipétesis estd intimamente
ligado con el método de la méxima verosimilitud que se ha desarrollado para
la construccién de estimadores.

Definicién 5.2.1.1 (contraste de la razén de verosimilitudes)

Para contrastar Hy : 0 € Oq frente a Hy : 8 € ©1 con m.a.s. de tamano n
el test de la razén de verosimilitudes (RV) es el que tiene de regién critica
RC = {7 = (21, ...,2,)|M(Z) < k} donde

esué) f(z1, ..., zn|0)
5.2.1.1 NT) = ==
( ) () supf(x1,...,2n|0)

0cO

y k es una constante 0 < k < 1 determinada para que sup P{RC|0} < «,
[dSSH)
siendo « un valor fijo perteneciente al intervalo [0, 1].

Esta construccién, es bastante razonable. Si, de acuerdo con la Seccién
3.6.2, se denota por

L(0o|T) = sup f(a1,...,zal0) v LOT)= sup f(z1,...24]0)
(ASSH) HcOyUO1
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se tiene que 50 y 6 son los estimadores de maxima verosimilitud, el primero
bajo la hipdtesis nula y el segundo sobre todo el espacio paramétrico. Por
lo tanto aquellos Z para los que A(T') sea pequefio se puede decir que dan
poca evidencia de que sea cierta la hipdtesis nula; por el contrario aquellos
puntos muestrales 7’ para los que A\(7) sea grande dan evidencia de que la
hipétesis nula sea cierta. Esto justifica la construccién de la regién critica
contenida en la Expresién (5.2.1.1).

Ejemplo 5.2.1.1
Para contrastar Hyp : 0 < 0 frente a Hp, : 0 > 0y con m.a.s. de tamanio n de
una poblacién de Bernoulli(#), mediante el test de la RV se tiene que

n n

sup 921: i(170) _21: i
0<6o

MT) =

n n

S Y
sup T (1—-6) T
0€(0,1]
El supremo del denominador se alcanza en § =T y para el numerador si
T <60y es 0y =T, caso contrario al ser el numerador una funcién creciente
en 0, el supremo se alcanza en 0, con lo que se tiene

)‘(?) - Zzl

como la funcién A(Z) es una funcién decreciente de T, la regién critica

viene dada por {Z|T > ¢}. Dado «, para la determinacién de la constante
n

puede utilizarse que > X; se distribuye Binomial(n, ), por lo que basta
i=1

hacer que P{X > c|p} < a.

Ejemplo 5.2.1.2

Para contrastar Hg : 8§ = 0 frente a Hy : 0 # 6y con m.a.s. de tamano n

de una poblacién N (6, 1) mediante el test de la RV

)
A7) =~

sup (%)” 67% i(xiie)z
0 T

_ o 3E—00)?

Esta expresién es simétrica en T alrededor de 6 y alcanza su méximo en
6o donde A vale 1, por lo que se puede poner como regién critica {Z||T—0g| >
c¢}. La obtencién de la constante se sigue de que X ~ N (6o, %)
|
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En ambos ejemplos se observa que la regién critica es siempre funcién de
la muestra a través del estadistico suficiente. Esto es un resultado general,
ya que por el Teorema 2.2.1 (factorizacién) (véase la Seccién 2.2), tanto
L(,9\0|?) como L(§|7) son funciones de dicho estadistico.

El método de la RV da lugar a tests estadisticos con buenas propiedades
en casi todos los casos, como se verda mds adelante.

5.2.2. Contrastes de la razon de verosimilitudes en el caso
normal

Debido al papel central que ocupa la distribucién normal en la inferencia
estadistica, se van a desarrollar con algin detalle, los tests de hipétesis a
los que se llega en el caso normal. Siempre que sea posible se obtendran
estos tests mediante la RV, aunque en algunos casos se va a recurrir a
aproximaciones, con el fin de facilitar la obtencién de las constantes que
determinan la regién critica del test.

Contrastes relativos a la media:

Para m.a.s. de tamano n de una poblacién N(6,0), pueden resumirse
los distintos contrastes para la media en la Tabla 5.2.2.1

Regién Critica
Hy H, o conocida o desconocida
pw<py m>pg X>pot+ X >t te-ta
=g p<py X<potzmzica X <pgt mte-ti-a
p=no p#pe X =l > Fre X —pol 2 Ftang

Tabla 5.2.2.1. Contrastes relativos a la media de la distribucion normal,
con z y t cuantiles de las distribuciones normal y de Student

respectivamente.

Ejemplo 5.2.2.1
Para la obtencién del primer contraste con varianza desconocida

n
\" —gz 2 (@in)?
1

sup Gy (&
)\(?) _ 02>0 p<pg
n
1\ 507 21:(901'—#)2
sup o €

02>0 peR
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es facil ver que los estimadores de MV del denominador, véase la Secciéon
3.6.2, son

~2 12 —\2 ~ =
62 = = (@, ~ 7) -7
n
v que los estimadores del numerador son
~ 12 1\ ~ T si T<p
on = — xXr; — = . —
0 nZli(l o) Ho {Mo siT>p
por lo que la razén de verosimilitudes es
1 si T< g
n n/2
AT) = > (@)
si T > Ho

L
le(l’i_#o)2

de forma que la razén de verosimilitudes es una funcién no creciente de T,
cuya representacion viene dada en la Figura 5.2.2.1.

v

Ho x

Figura 5.2.2.1. \(T) como funcion de T, para el Ejemplo 5.2.2.1.

La regién critica RC = {\(7') < k} puede escribirse alternativamente
como RC = {T > c}. Para la obtencién de la constante ¢ se debe suponer
que
(5.2.2.1) P{X >cu, o’} <a Vu<pg Yo?>0.

Para ello se determina ¢ de manera que P{X > c|ug, 0%} = o, empleando

que X;S"l\/_ ~T,_1 ha de ser

c—

S

FO /)

X — g €~ Ho
> Y
P{ S vz S v

/*L070-2} = P{Tn—l >

=«
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de donde ¢ = 1y + %tn,l;a. Para comprobar ahora que con esta constante
se verifica (5.5.2.1), se observa que

P{y > Uy + itn—l;a|/147 02} =

(5222) x_ \/ﬁuofyrk%tn_l;a 2
= P{=5t\/n > TW;U }

y como X—gﬂ\/_ ~ Ty,—1, se sigue que (5.2.2.2) coincide con

P {Tn—l > g(ﬂo — )+ tn—lsa}

expresién menor o igual que a siempre que sea 5 — p > 0.

El resto de los contrastes de la Tabla 5.2.2.1 se obtienen de forma andloga,
salvo el 1ltimo, que se corresponde con la aproximacién de regién critica con

colas iguales para facilitar la obtencién de las constantes, véase el Ejercicio
5.7.8.

Contrastes relativos a la varianza:

Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién N(u, ), pueden resumirse
los distintos contrastes para la varianza en la Tabla 5.2.2.2.

Regién Critica

Hy H, 1 conocida 1 desconocida

n 2
2 2 2 2 . 2 2 2 2 2 90
o7 2 oy 0° <0y Z(wl - ,u) < Xn;1—a%0 S < Xn—1;1—an=1

1

n 2
2 2 2 2 2 2 2 2 I
o?<of o?>0f Dz 1)’ 2 Xna%h 5?2 Xptantt

1
n 2
2 _ 2 2 2 . 2 2 2 2 2 90
0"=0p O # 99 21:(1:1 —p) < Xn:1—20p S§° < Xn—1:1—

Tabla 5.2.2.2. Contrastes relativos a la varianza de la distribucion normal

donde X%;ﬁ es el cuantil de orden 1 — 3 de la distribucion x>.
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Ejemplo 5.2.2.2

Para la obtencion del dltimo contraste, el relativo a la hipétesis puntual con
media conocida, la RV es

() e
N@) =

n
R S
sup <—> 1
P 2mo

el estimador de MV para el denominador es

Ca (i = po)?

1
n

=M=

por lo que la RV puede ponerse como

~2\ N/2 T 3271
/\(?) = <U—2> e ? <;OZ )
99

cuya representacion puede verse en la Figura 5.2.2.2

AlFE)

1 0 2 Ay

Figura 5.2.2.2. \(T') como funcion de 62, para el Ejemplo 5.2.2.2.

La regién critica RC = {\(Z) < k} puede ponerse alternativamente
como RC = {32 <e¢ 6 02> c2}, donde las constantes han de verificar,
ademds de la restriccion del tamano « del test, que

n

SEVFCE
99

o5

v
(g}
|
|3
/N
9 |n
oY
|
~—

o lo que es lo mismo ha de ser In & = <52,
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Para evitar resolver esta ecuacion junto a la restriccién de tamano «, se
utiliza la aproximacién con probabilidad de cola iguales, es decir se deter-

minan las constantes c¢; y c2 para que
« e Q ~
5= P{5? < ¢1]|0}} 5= P{5* > colod}
. 52 _ N~ (mimpg)? 2
lo que puede hacerse teniendo en cuenta que nZ = == ~ x;, de
0

o 1

donde

. 9
09 99
2 2
00

por lo que n% = X?ﬂ_g. Esto hace que la regién critica sea
0 ’ 2

n n
RO = {3 (ai - w? < Xpi-g08 o bien C w2 Xha0t)-

Contrastes relativos a la diferencia de medias:

Para una m.a.s. de tamafio m de una poblacién N(u,,01) e indepen-
diente de otra m.a.s. de tamano n de una poblacién N(uq,02), pueden re-
sumirse los distintos contrastes para la diferencia de medias p; — py en la

siguiente Tabla.
Regioén Critica
Hy Hy 02,03 conocidas 0% = 0% desconocidas
py = po SO0 piyg = pig >0 T-y—02> T—7—0>
0'2 0'2 1 1
> Za }LL + _nZ > tm+n72;o¢Sp Pl s
p = pg =0 g — pg <O T-7—0< T—-7—06<

p1—Hp =0 pig— g F# 0
2
ZZ% %+

Tabla 5.2.2.3. Contrastes relativos a la diferencia de medias de poblaciones
normales, con zq,t,.q cuantiles de las distribuciones N(0,1) y T,

respectivamente.

Los cdlculos para la obtencién de la Tabla 5.2.2.3 son anélogos a los

realizados en las tablas anteriores.
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Para la determinacién de las constantes se utiliza la distribucién del
siguiente estadistico

(5.2.2.3)
7—?—( — 1) % S% L
S 11 [N A o
/al_l_ % a% (m+n-—2) mrn
XY—(u—p 5% 53 2
yaque—l—z-NN(U Doy (m=1ZF+ =13~ Xnino

2
Si las varianzas son conocidas se pueden obtener las constantes de los
tests de la RV, si las varianzas son desconocidas pero iguales se tiene, véase
la Expresion (4.3.6), que poniendo 03 = 03 = 02 este valor desconocido
desaparece al dividir numerador y denominador de la Expresién (5.2.2.3).
Ademsés el denominador toma la forma de la raiz cuadrada de
2 2
(5.2.2.4) s2= M= DSit(n 1S
m+n—2

que es una poderacién de los estimadores de la varianza con cada una de las

muestras.
Contrastes relativos al cociente de varianzas:

Como se ha visto en el problema de las muestras de poblaciones normales,
es de capital importancia el saber si 0% /03 = 1, los tests de la RV en este
marco pueden verse en la Tabla 5.2.2.4

Regién Critica

Hy H, ,ul,,u2 conocidas 41, to desconocidas
1 )2
Gy ., FXEm 52,
2 <1 o2 >1 —— 2> fm,n;a 52 = fmfl,nfl;a
12 i—m)?
1
n
&2 o2 %; Yi—p2)? 52
_% > 1 _% <1 n > fn,m;a 52 > fnfl,mfl;a
02 92 1 2
w2 aim)
1 . )2
0% o‘% m 21:(1’2 K1) S% . S%
0'_% =1 U—% 7é 1 T > fm7n;% S_g > fmfl,n—l;% S1 S—% >1
%21:( —M2)2
o bien o bien
n
%;(yi_l"Q)Q 52 . S%
™, > fn,m;% gfi > fn—l,m—l;% S1 S_g <1
% 21:(961'—#1)2

Tabla 5.2.2.4. Contrastes relativos al cociente de varianzas de poblaciones

normales, con f, .8 cuantil de la distribucion F de Snedecor.
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El test correspondiente a la hipétesis nula puntual, es la aproximacién
con colas iguales al test de la RV.

Ejemplo 5.2.2.3 o 5
Para contrastar Hy : =1 frente a Hj : o =+ # 1 con m.a.s. de tamafio m

2
y n de dos poblamones N(uy,01) v N(pg,02) e independientes, el test de
la RV viene dado en funcién de

n n
R D Y N D D
1 1
Sup ( 27ro‘) € (\/27r0) €
A — =\ H15H1,0
(x 9 y ) - m m
( 1 )m *ﬁ{ Dlwimm)? o\ *jg > (Wi—na)?
sup e 1 ( ) e 1
[ 2,071,072 2701 2mo2

Los estimadores de MV para el denominador son:

de manera andloga los estimadores para el numerador son:

~2 ~2
0 _—  ~0_ - ~2_ M0j]tnog
Mi=T He=Y 0=
m+n
por lo que la RV es
)m2+n - (m01+"02)

1

- = (?g
7T, Y) = :
e

FoE ()

% 7m«2‘»n
= +n
(?%) ( )

De acuerdo con la representaciéon de la Figura 5.2.2.3, la regién critica

n+m
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AMET)

Figura 5.2.2.3. X(T,Y) como funcion de 53/53, para el Ejemplo 5.2.2.3.

del test de la RV es RC' = {61/65 < ¢1 0 63/62 > ¢3} donde las constantes
han de verificar la ecuacién

m m4n m m+4n

e (meyr+n)""2 =cf (mea+n) 2
y la restriccion P{RC|o?/03 =1} = a.
Para facilitar los cédlculos, se impone

~2 « POIPR a
P{O—%/U%SCHHO}:E P{UI/U%ZC2|H0}:§

2 2
lo que lleva, puesto que (m — 1)% ~x: 1y (n— 1)% ~x2_,, alas cons-
1 2
tantes de la Tabla 5.2.2.4, donde la condicién de comprobar primeramente
si es S? > S2 se introduce para facilitar la obtencién, a partir de las tablas,

de los cuantiles de la distribucién de Snedecor.
[ |

El método de la razén de verosimilitudes, como el resto de los que se
van a estudiar, tiene la propiedad de proporcionar tests que poseen buenas
propiedades en contextos suficientemente generales, no obstante, como con
casi todos los procedimientos estaditicos, siempre pueden encontrarse situa-
ciones en las que da lugar a contrastes que no tienen un comportamiento
adecuado, cémo pone de manifiesto el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.2.2.4
Se pretende contrastar la hipétesis nula de que una v.a. discreta se distribuye
con una funcién de masa

af2  si oz =4£2
Pla} =4 52 si z=+1
e si =0
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frente a la hipétesis alternativa de que es algin miembro de la familia de
distribuciones

Oc si x=-2
l—c 12« :
— si z==1
PAx|0} = (1)41*C i si z=0
11—«

(1—-0)c si z=2

cuando 6 € [0, 1], donde las constantes cumplen 0 < o < % YV 595 <c<a.
La razén de verosimilitud en los distintos puntos muestrales vale

)\(2) sup {5,(1-0)c} maxf%,c} = %
o€l a a
)\(_2) = Tsu 2%,00} = méxf%,c} = 2%:
6€(0,1]
A1) = A1) = =2
A0) = =2,

—
|
2

Figura 5.2.2.4. A x) para el Ejemplo 5.2.2.4.

2c? 1—c
tiene de tamano P{—2,2|Hy} = a y de potencia P{-2,2|0} = ¢ < a, es
decir el test que se obtiene por el método de la RV para la restriccion de k
tomada, tiene peor potencia que el que siempre rechaza con probabilidad «
independientemente del valor muestral observado x.

y por lo tanto la RC' = {z|\(z) <k} ={-2,2} si k€ (O‘ 17&). Este test

5.2.3. Distribucién asintética de la razén de verosimilitudes

Hasta ahora se ha visto que la distribucién de la razén de verosimilitudes
o de una funcién de ella, tiene distribucién conocida cuando la poblacién se
distribuye N(u, o). Como se ha dicho el método de la razén de verosimilitu-
des estd pensado para poder construir contrastes de hipétesis en situaciones
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bastantes generales, por lo que serd necesario conocer su distribucién bajo
la hipétesis nula con el fin de poder determinar la constante.

Se va a demostrar, que bajo determinadas hipétesis, la distribucién asin-
totica de —2In A\(X1, ..., X,;) es una distribucién x2, en la que el nimero v
de grados de libertad es la diferencia entre la dimensién de todo el espacio
paramétrico © y la dimensién del espacio paramétrico ©g, obtenido de ©
cuando la hipétesis nula se supone cierta.

Teorema 5.2.3.1 (distribucién asintética de la RV)
Para constrastar Hy : 6 = 0y frente a Hy : 0 # 0y cuando 6 € © es un
subconjunto de R, si se denota por

f(l‘l,...,l‘n|90) - L(90|x1,...,xn)

5.2.3.1 (21, .y ) = — = —=
( ) (1 ) r;le%f(w1,---7xnl9) L(O|z1, ..., xn)

y se cumplen las siguientes hipdtesis:

H1) En un intervalo abierto A contenido en O existe 8%35 In f(x]|6) con
2o f(x0)] < M(z) y EgM(X) <K para todo § € A.

H2) En A se tiene Ep, [Z1In f(X|0)] =0, Eg, [maa—;f()ﬂ@o)] =0
y 0<Ii(0p) < +oo.

Entonces se tiene la siguiente convergencia en ley

L
—2In Ay (21, .., Tp) = X%-

Demostracién: Recordando que H1) y H2) son las condiciones intro-
ducidas para que exista una sucesion consistente de raices 6,, de la ecuaciéon
de verosimilitud, véase la Seccién 3.6.3.

n

0
> g f(zil0) =0

1
se cumple que
-~  C.S. -~ 590 1
0, =0 v Vnl,—0) —ZeN|[0,—
I1(0o)
Por otro lado con @ = (21, ..., =) se tiene
—2In M\ () = —2[In £(7|00) — In £(T[0)]

por lo tanto si se desarrolla [(8y|Z) = In f(Z'|0p) alrededor de 6, se obtiene

_ (Gt
60/ %) = LB F) + (B0 — D)0 @) + Dl o )

donde |5n —6o| > |5n — 67| y por tanto cuando 6, converge en probabilidad
a 6y también ) convergerd a 6.
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S \\2 (05 7)
B ) nll(Go)]

y al tenerse que

ST (00) (60 — B,) 28 7 ~ N(0,1)

y que por la ley de los grandes nimeros

1w = 12 02 .y Cs.
0O, 7) = nZaHQ In f(zil07,) = —11(00).

Se sigue, tras elevar al cuadrado y aplicar el Teorema 1.4.5 (Slutsky), la
siguiente convergencia

2 (05, 7) Loy 72 2

nI1(6o) (00 — 0n) —nly(6,0) o

con Z v.a. con distribucién N(0, 1), por lo tanto

—2In Ay (x1, .00y ) — X7-
Nétese que los grados de libertad de la distribucién x2 son

v =dim© — dim O
=1

|
El siguiente teorema generaliza este resultado al caso k-dimensional. Su
demostracién puede verse en Rao (1973) pag. 418.

Teorema 5.2.3.2 (distribucién asintética de la RV, caso general)

Para contrastar Ho : 01 = 01(81, .., 84)s-0k = Ok(By, ..., B,) frente a Hy :
01,....,0, con ¢q < k y donde todos los pardmetros son reales, si las
derivadas 85" son funciones continuas y se verifican condiciones andlogas a

H1) y H2) del Teorema 5.2.3.1 para el caso k-dimensional (véase Rao (1973)
pag. 391) se tiene que notando por

n —
j=1,..k
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a la ecuacioén de verosimilitud bajo la hipétesis alternativa; y si sus soluciones
respectivas 6y y 0, son tnicas. Entonces, se tiene que

—2InA(x1, .0y Tn) = Xj—qg-

Obsérvese que al igual que en el teorema anterior, los grados de libertad
de la distribucién x? son

k—q=dim© — dim Og.

Ejemplo 5.2.3.1 (modelos log-lineales)

Se considera un experimento aleatorio en el que las n observaciones se pueden
clasificar, de forma exhaustiva, en 4 clases disjuntas de probabilidades res-
pectivas (01, 02,03,04). Mediante la aplicacién de la distribucién multino-
mial, se trata de contrastar

Hy:01 =05 y 03=04 frentea Hj:(01,609,03,04) arbitrarios.

Aplicando el test de la RV, bajo Hy la distribucién multinomial es

|
n T1+T2 nT3+T4
frtT g

$1!$2!$3!.’L‘4! 1

~0 ~0
tomando logaritmos y derivando se obtiene 6, = (x1 + z2)/2n y 65 =
(z3+ z4)/2n. Bajo Hy la distribucién multinomial es

n!

X1 NT2 NT3 NT4
1'1!31'2!1'3!1‘4!91192293394
de donde @ = 2.
Entonces
— 4 /9\1
(5.2.3.2) —2In A7) =2 Z:IIZ IHQA_O

7

2 2
=2z11n 11 + 2z91n 2
T1 + X9 T+ X2

2 2
+ 2x31In < 3 ) + 224 In ( T4 >
T3+ 24 T3+ x4

Expresion lineal en los logaritmos de los cocientes 0; /5?, cuya distribu-
cién asintética, de acuerdo con el Teorema 5.2.3.2 es una 3. Por lo tanto el
test de la RV rechaza, cuando la Expresién (5.2.3.2) sea mayor o igual que
el valor X%,a'
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5.2.4. Contrastes bayesianos

Cuando se tiene informacion inicial, acerca del pardmetro 6, en la forma
de una distribucién de probabilidad sobre el espacio O, igual que en el caso
de los estimadores por punto, véase la Seccién 3.6.4, se recurre a calcular
la probabilidad de la hipétesis nula y de la hipétesis alternativa a partir de
la distribucién final. Con notacién de funcién de densidad la distribucién
final o a posteriori, cuando se observa el resultado muestral 7 = (T1, .oy Tp)
viene dada por

m(0)f(7]0)
Jom(0)f(Z10)do

se puede hablar entonces con toda propiedad de la probabilidad final de que
la hipdtesis nula y la alternativa sean verdaderas;

(5.2.4.1) m(0|7) =

P(Oo|T) = /@ (0 7)o P(O|7) = /@ (0] F)d0

por lo tanto la regién critica es
(5.2.4.2) RC = {7 = (21, ...,7,)|P(0 € ©1|7) > P(§ € Og|T)}.

De todas formas, en este caso el énfasis se hace sobre el espacio paramétri-
co O y no sobre el espacio muestral X , por lo que no se va a estar interesado
en todos los puntos de la regién critica, sino més bien en si para un punto
muestral fijo, el que haya sido observado, se acepta o se rechaza la hipéte-
sis nula. Obsérvese ademds que el comportamiento es del todo simétrico,
en la hipétesis nula y en la alternativa. Se calculan las probabilidades de
ambas hip6tesis mediante (5.2.4.1) donde P(0¢|Z’) + P(01|7) = 1y se
acepta aquella hipétesis cuya probabilidad final sea mayor. Asi pertenecen
a la regién critica, aquellos puntos para los que la probabilidad final de la
hipdtesis alternativa sea mayor que la probabilidad final de la hip6tesis nula.

Ejemplo 5.2.4.1

Para contrastar Hy : 0 = 0 frente a Hy : 8 = 61 con 01 > 0y para m.a.s. de
tamafio n de una poblacién X ~ N(6,0) con o conocida, si la distribucién
inicial viene dada por P{6 = 6y} = p, puede comprobarse que la regién
critica estd formada por

| 01+ 0y o2 p
= > 1
RC {xx_ 2 +n(01—90)n1—p

Aunque en el contraste de hipotesis bayesiano las medidas de interés
son las probabilidades finales de las dos hipétesis, es también interesante
introducir el siguiente concepto.
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Definicién 5.2.4.1 (factor Bayes)
Para contrastar la hipdtesis nula Hy : 0 € ©g frente a la hipétesis alternativa
H, : 0 € ©1 se define el factor Bayes en favor de Hy, mediante el cociente

P(Ho| ')/ P(H\| @)
P(Ho)/ P(H1)

(5.2.4.3) B(7; Hy, Hy) =

La idea es, que cuanto mayor sea el factor Bayes, mayor serd la proba-
bilidad final de la hipétesis nula frente a la probabilidad final de la hipétesis
alternativa, y por tanto existe mayor evidencia a favor de la hipétesis nula.

Ejemplo 5.2.4.2

Para contrastar la hipétesis nula Hy : 0 = % frente a la hipétesis alternativa
Hi:0= % para una m.a.s. de tamafno n de una poblacién de Bernoulli de
pardmeto 6 el factor Bayes a favor de Hy viene dado por

@ ;1‘1 1 _ 00 n—Xl: X
01 1—-6;

n

=051 1’5"

B(@;Hp, Hi) = <

expresién que para n = 10 y cuando se obtienen 2 éxitos es igual a 14’42
cuando se obtienen 5 éxitos es 1’80 y cuando se producen 8 éxitos es igual
a 0'23. Es decir a medida que el nimero de éxitos aumenta, légicamente
disminuye la evidencia a favor de la hipétesis nula.

Se observa ademads que al factor Bayes, en el caso de que ambas hipétesis

sean simples, no depende de las probabilidades iniciales, y vale B(7'; Ho, H1) =
[(Z 60
f(Z01)" . .. .

Se pueden entonces resumir los distintos contrastes bayesianos:

Contraste de hipdtesis nula simple frente a alternativa simple:

Para contrastar Hy : 0 = 0y frente a Hy : 6 = 61, la probabilidad inicial
vendrd dada por el par (p,1—p), con lo que las probabilidades finales serdn

pf (%60
(7'60) + (1 — p) f(Z]61)
(1—p)f(01)
(Z'60) + (1 — p) f(Z]61)

De modo que se rechaza Hy para aquellos puntos muestrales tales que

P(Ho|7') = o7

P(H,|7) = of

RC ={7|P(Ho|7') < P(H,|7)}
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o alternativamente

= f ‘91 p
(5.2.4.4) RC_{ } =1%) >1_p}.

Este contraste coincide, formalmente, con el que se obtendria mediante
el Lema de Neyman-Pearson, véase el Teorema 5.3.1, s6lo que en este caso la
constante viene determinada por el cociente entre las probabilidades iniciales
de ambas hipdtesis.

El sentido de formalmente, es como ya ha sido senalado, que desde el
punto de vista bayesiano, el énfasis estd en 6 y no en los puntos muestrales.

Contraste de hipdtesis nula simple frente a alternativa compuesta:

En algunas situaciones practicas, es interesante el contrastar Hy : 0 = 0y
frente a Hy : 0 # 0y, en este caso se utiliza como distribucién inicial una
que asigne probabilidad p a la hipétesis nula y reparta la restante 1 — p con
densidad 7(0) sobre 6 # 6.

Por lo tanto

= _ (ﬁ|90)
P(HO‘“‘pfﬁwo P Lo T
N fe )m(6)db
P(H,|T) = N4
) ST o] o fT R
donde por propiedades de la integral f(z 0)do = / f(z
{0 # b0}

con lo que se rechaza la hipétesis nula cuando

pf(F1) < (1-p) /@ =(0)1(T16)dd

o lo que es lo mismo

(5.2.4.5) RC = {

f(]6o) 1-p
Tor @) (7 10)d0 ~ p }

Ejemplo 5.2.4.3
Dada una m.a.s. de tamafo n de una poblacién N(6,0), con o conocida,
se pretende contrastar Hy : € = 0 frente a Hy : 6 # 0. Si se supone que
la informacién inicial asigna probabilidad p a la hipétesis nula y reparte la
restante, 1 — p, con densidad N (0, 0¢) con o( conocida.

En este caso es

F(@10) = (

2ro
y n
+oo 4 1 -1 02 1 n o _ Z(fz 0)?
/w(e)f(?w)de: L1 g (_> A
S) —oo V2m 0o V2o
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de acuerdo con (5.2.4.5) y mediante la expresién (3.2.3.2), se rechaza la hip6-
tesis nula cuando

/ 2 _1,.272 ”% 1—
(52.4.6) 1 + no—_ge 2" o2 cr2+nc70E < p.
g p

Si se compara este resultado con el contraste cuando no se tenia informacién
inicial. Entonces la regién critica era la de la forma |T| > z%% (véase la
. . — -
Tabla 5.2.2.1). Si n es suficientemente grande y [Z| es poco mayor que zg ik
lo suficiente para que el contraste cldsico rechace y la aproximacién de |Z|
por dicho valor sea aceptable, se tiene que el primer miembro de (5.2.4.6) es
aproximadamente
1.2
g6 —5%2
1+ n—ge 2%
o
<2 . 1—p .
expresién que serd mayor que —=E. En resumen, mediante el contraste que
da el teorema de Neymann-Pearson se rechazaria Hy mientras que con el
contraste bayesiano se aceptarfa. Este resultado se conoce con el nombre de

paradoja de Jeffreys o paradoja de Lindley.
[ |

Comparando el procedimiento sin informacién inicial con el procedimien-
to con informacion inicial, suele ocurrir que el p-valor, que es una medida
de la evidencia en contra de la hipdtesis nula, véase la Definicién 5.1.4, es
bastante menor que la probabilidad final sobre la citada hipétesis nula.

La relacién entre la aproximacién cldsica y bayesiana en el contraste de
hipétesis nula puntual, puede verse en Gémez Villegas y Gémez Sénchez-
Manzano (1992), Gémez Villegas y Sanz (1998, 2000), y en Gémez Villegas,
Main y Sanz (2002).

Hay distintos aspectos que influyen en la forma de los tests bayesianos:
uno de ellos es la forma del modelo, puede verse en Gémez Villegas y Main
(1992) y en Gomez Villegas, Main, Navarro y Sanz (2004) ; otro es la ro-
bustez, puede verse en Gémez Villegas y Portela (2004).

Una critica que se hace a los contrastes bayesianos, es que en algunas
situaciones puede ser dificil determinar la distribucién inicial, una solucién
en ciertos contextos puede verse en Gémez Sdnchez-Manzano y Gémez Vi-
llegas (1990).

5.2.5. Contrastes invariantes

FEn esta Seccién se utilizan consideraciones de invariancia para poder
construir contrastes estadisticos, las ideas estdn intimamente relacionadas
con los estadisticos invariantes que han sido desarrollados en la Seccién 2.4.

Como se va a ver la invariancia no permite construir de manera completa
los tests invariantes, sino mds bien, facilita la construccién de los mismos,
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en el sentido de que si algunos puntos estdn contenidos en la regién critica,
automdticamente se sigue la pertenencia a la regién critica de otros puntos
muestrales funcién de los mismos; es decir, realmente lo que permiten estos
procedimientos es caracterizar las regiones criticas de los tests invariantes
en un menor nimero de puntos.

Definicién 5.2.5.1 (test invariante)

Para contrastar Hy : 0 € ©g frente a Hy : 0 € O el test de region critica
RC' es invariante, por un grupo de transformaciones G = {g : X — X'} del
espacio muestral X en si mismo, cuando el grupo de transformaciones deja
invariante la hipétesis nula, la hipétesis alternativa y la regién critica del
test. Es decir para cualquier g € G la funcién g (véase la Definicién 2.4.2)
cumple g() € Oq si 6 € O ademéds () € O1si 0 € O1 y g(7) € RC si
T € RC.

Ejemplo 5.2.5.1

Para m.a.s. de tamafio 10 de una poblacién X ~ Bernoulli(9), el test de
regién critica RC' = {0,1,9,10} es invariante para contrastar Hy : 0 = %
frente a Hy : 0 # %, mediante el grupo de transformaciones G = {g: Y — Y,
g1(y) =n—y 92(y) = y}b. Bs claro queg,(0) =1 -0 y 5y(6) = 0 por
lo que al ser gl(%) = % y Go(f) = 6 dejan invariantes tanto a la hipétesis
nula como a la alternativa. Por ultimo si y € RC' ¢(y) = n —y también
pertenece a RC, como puede comprobarse ficilmente.

|

Se observa que en este ejemplo no se ha utilizado el espacio muestral
inicial X sino su simplificacién mediante suficiencia ), el nimero de éxitos
con n repeticiones, siempre que sea posible se empleard este mecanismo.

Ejemplo 5.2.5.2

En una poblacién X ~ N(u,0) con ambos pardmetros desconocidos, se
quiere contrastar Hy : 4 < 0 frente a H; : p > 0. Se van a emplear los
estadfsticos suficientes X ~ N(p, %) y S%~ ng__21X721—1- Si como grupo de
transformaciones se utiliza el de escala, es decir G ={g.(%, s?) = (cT, ¢?s?)|c >
0} resulta que g,(it,0%) = (cp, c20?) es la transformacién en los pardmetros
correspondientes a la transformacién sobre los estadisticos suficientes. Esta
transformacién deja invariante Hy : 1 < 0, ya que cp < 0 por ser ¢ positiva.

— S ~Y
\/’r_l) c n_1Xn—17

cX ~ N(cp,

por lo tanto el test de regién critica RC = {(T,s?)[z > %%-1;@} es

- n
invariante, ya que ¢T > cﬁtn,l;a es equivalente, conc > 0,a T > ﬁtn,l;a.
|
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Como se ha visto en ambos ejemplos, la invariancia no es propiamente
una manera de construir tests, pero si permite una simplificacién, en el
primer ejemplo si se sabe qué hacer cuando se observan los valores 0 y 1,
automdticamente se sabe qué hacer cuando se observan los valores 10 y 9.
Anidlogamente en el caso normal el rechazo y la aceptacién de la hipétesis
nula es solo funcién del cociente %, en el sentido de que puntos muestrales
que lleven al mismo valor del cociente, dan lugar a la misma norma de accién,

de rechazo o aceptacién de la hipétesis nula.

5.3. CRITERIOS DE COMPARACION DE CON-
TRASTES

Como ya se ha dicho los contrastes que se buscan desde el punto de
vista cldsico, son aquellos que, manteniendo la probabilidad de error de tipo
I menor o igual que un valor «, hacen minima la probabilidad de cometer
error de tipo II. Mediante el punto de vista bayesiano no hay mds que un
unico contraste que es el que elige la hipdtesis que mds probabilidad final
presenta. Por tanto todo lo que se diga en esta seccién solo tiene aplicacién
para la aproximacion cldsica.

Definicién 5.3.1 (contraste 6ptimo)

Si para contrastar Hy : 6 € Oy frente a H; : § € ©1 se considera la
clase de contrastes C, un contraste de esta clase dado por su regién critica
RC'  se dice 6ptimo o uniformemente de méxima potencia, UMP, si para
cualquier otro test de regién critica RC’ de la misma clase C se tiene que
P{RC|0} > P{RC"|0} para todo 6 € ©;.

[ |

Es decir, el contraste 6ptimo de la clase C es el que tiene mayor funcién de
potencia cuando € se mueve en ©1. Normalmente la clase C serd la de todos
los contrastes que tienen de nivel «, es decir todos los que tienen acotada
la probabilidad de cometer error de tipo I por «. Desafortunadamente en
algunos problemas no existird un test 6ptimo si no se restringe la clase C
con la que se trabaja. En tales casos un método de continuar la bisqueda
de un buen test va a ser considerar una subclase de la de los tests de nivel
a, es la misma tédctica que se utilizé para con los estimadores por punto en
el Capitulo 3. En esta linea se introduce la siguiente definicién.

Definicién 5.3.2 (contraste insesgado)

Para contrastar Hy : 0 € ©g frente a Hy : 0 € ©1 un test de region critica
RC se dice insesgado cuando P{RC|0} < P{RC|0'} para todo 6 € Oy y
para todo ¢ € ©1. Es decir un contraste es insesgado si la probabilidad de
rechazar la hipétesis nula cuando es falsa es mayor que cuando es verdadera.
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Ejemplo 5.3.1

Para constrastar Hy : p = pg frente a Hy : p = pq con p; > fy con m.a.s.
de tamafio n de una poblaciéon N (u, o) con o desconocida, el test de region
critica

RC :{E’

s
T 2> +th-1.a——

- IU’O n 1,(1 \/ﬁ}
tiene de tamatio o y es insesgado, ya que para ji; > pg es

_ g <_ _
P{XZHO‘Ftn—l;a%‘Ml}:P{ Sul\/ﬁz%\/ﬁﬁ‘tn—l;a

.

Ho—H1

S

:P{Tnlz \/’E'i_tnla}za

puesto que 2=/ es un valor negativo.

Teorema 5.3.1 (Neyman-Pearson)
Para contrastar la hipdtesis nula simple Hg : 0 = 0 frente a H; : 0 = 607 , el
test de region critica

(5.3.1) RC = {7|f(]01) > kf(Z|00)}
y de regién de aceptacién

(5.3.2) RA={Z|f(Z]01) < kf(Z|00)}
con k > 0, que ademds tenga de tamano «

(5.3.3) a = P{RC|0y}

cumple que:

1) Es el test UMP en la clase de los de nivel a.

2) Si existe un test con regién critica RC* y UMP en la clase de los de
nivel «, ha de tener tamafio « es decir « = P{RC*|6y}, ademds su regién
critica ha de ser de la forma (5.3.1) y su regién de aceptacién ha de ser como
en (5.3.2), salvo conjuntos de probabilidad nula bajo ambas hipétesis.

Demostracion: 1) Sea RC’ la region critica de un test de nivel o, me-
diante las descomposiciones en conjuntos disjuntos

RC = (RCNRC")U (RC N RC™)
RC" = (RC' N RC) U (RC' N RC®)

se sigue que

(5.3.4) P{RC|0,} — P{RC'|6;} = P{RC N RC"|0;} — P{RC' N RC°|61}
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por la construccién de RC'y RA el segundo miembro de (5.3.4) cample que

P{RC N RC"|6:} — P{RC' N RC°|6:} >
Z kfRCﬁRC’C f(?wo)d? - kfRC/chg .}C(E>|90)dE>

donde se ha empleado la notacién de funcién de densidad.
Si se vuelve a usar la igualdad (5.3.4), pero ahora en 6 se tiene
(5.3.6)
k [P{RC N RC"|0p} — P{RC' N RC®|0p}] = k [P{RC|00} — P{RC’|0o}]

(5.3.5)

por (5.3.3) y por ser el test de regién critica RC’ de nivel a, el segundo
miembro de (5.3.6) es no negativo, luego

P{RC|91} — P{RC’|91} >0

y por lo tanto el test definido por (5.3.1) y (5.3.2) es UM P.
2) Si ahora se repite desde la expresiéon (5.3.4) hasta la (5.3.6) pero
sustituyendo RC’ por RC* se obtiene

(5.3.7) P{RC|0:} — P{RC*|61} > k [P{RC|6o} — P{RC*|6o}]

por lo que ha de ser P{RC*|0p} = « 0 el test de regién critica RC* no serfa
6ptimo. Ademsds de tener que ser

P{RC|0o} = P{RC"|6} vy  P{RC|01} = P{RC"[0:}

se sigue que RC* ha de ser de la forma (5.3.1) y RA* de la forma (5.3.2)
salvo conjuntos de probabilidad nula bajo ambas hipétesis, ya que en caso
contrario P{RC|6y} — P{RC*|6g} o P{RC|01}— P{RC*|0y} serfan estric-
tamente positivas; con lo que RC* no se corresponderia con un test éptimo.
|

De la demostracién se deduce que los puntos para los que f(7'|6;) =
= kf(@|y) pueden ser colocados tanto en la regién critica como en la de
aceptacion, véase el paso de la desigualdad en la Expresién (5.3.5), pues estos;
puntos no contribuyen a aumentar el valor de la funcién de potencia.

Es importante senialar que el Teorema de Neyman-Pearson no dice que
el test de la forma dada en las Expresiones (5.3.1) y (5.3.2) deba tener de
tamano «. Lo que puede ocurrir queda recogido en el siguiente enunciado.

Ejemplo 5.3.2

Para contrastar con m.a.s. de tamafio n de una poblacién X ~ Bernoulli(6)
la hipétesis nula Hy : 8 = 6y frente a la alternativa Hy : 8 = 61 con 61 < 0y
y ambos valores conocidos, si existe test 6ptimo, de acuerdo con (5.3.1), la
region critica ha de ser de la forma

n

p(?wl) — 91 1-— 90 ;wl 1-— 91 "
— >k = — >k
{P(?Wo) - T N\01-0, 1—6y) —
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n
que al ser z—é%ll < 1 puede ponerse RC = {Z| Y. z; < ¢} para un c
i=1
conveniente. Las distintas regiones criticas que dan lugar a posibles tests
6ptimos se obtienen al ir variando ¢ en el conjunto {0,1,...,n}, por lo que
para todo valor o € [0,1] no serd posible encontrar un valor de ¢ de tal

manera que P{RC|0y} = «. Por ejemplo si n = 10,0y = 005 y a = 005
10

para ¢ = 0 se obtienen RC = {Z x; < 0} P{RC|0'05} = 0’001, para c =1
1

10
con RC = {Z x; < 1} es de la forma (5.3.1) y cumple que P{RC|0'05} =
1

0’018 luego es UM P en la clase de los de nivel 0'0108.
Si a pesar de todo se quiere obtener el test 6ptimo de nivel 0’05, puede
recurrirse al artificio de construir el test de region critica

10
RC = {Z z; < 2 y el punto 2 con probabilidad ’y}
1
y de regién de aceptacion
10
RA = {Z x; > 2 y el punto 2 con probabilidad 1 — fy} .
1

Se observa que si v = 0893 entonces P{RC|0'5} = 00108 + v0'0439 =
0’05 con lo que el test tiene el tamano deseado. Sin embargo la utilidad
préictica de este test es més que dudosa; ya que si al realizar la observaciéon
se obtienen exactamente 2 éxitos deberia efectuarse un sorteo a continuacién
que tuviera de probabilidad de rechazar Hy 0’893 y de probabilidad de
aceptar Hy 1—0'893 = 0'107, este sorteo es independiente del valor de 6 de
la distribucién de Bernoulli lo que no parece estar justificado.

De todas maneras puede admitirse, que en la situacién del ejemplo es
practicamente igual actuar con una probabilidad de error de tipo I de 0/05 o
de 0’0547, y con este segundo tamaiio se evita el utilizar tests aleatorizados.

Ejemplo 5.3.3
Mediante el teorema de Neyman-Pearson y para muestras de tamano uno
de una poblacién con funcién de densidad

f(z|0) = %(9 —z)lp(r) con 0>0

el test 6ptimo de tamano « para contrastar Hy: 6=0 frente a H; : =0,

con 0< 01 < 0 seradelaforma RC:{x‘% Zk}, si k es compatible con
que su tamanosea a. De acuerdo con la Figura 5.3.1 la regién critica de los
tests 6ptimos viene dada por RC = {z < ¢} para algin valor de c. La

determinacién de la constante puede hacerse a partir de la expresion

2

a:P{X§c|90}:9%c—0—2
0
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que siempre tiene solucién en ¢ cuando « recorre el intervalo [0,1]; ¢ =

0o £ 0pv1 — .

f(_xl@l) 8
E(xley) —
el
5. —= T (=)
(%)2 1 (0,8 )
/91 8% ItO,QD)(X)
k
0 c 0, o, x

Figura 5.3.1. Cociente de verosimilitudes para el Ejemplo 5.3.3.

De donde se sigue que o bien el test rechaza siempre, y tiene de tamano
1, o bien tiene de regién critica RC' = {z < (1 —+/1 — a)fp}.

Ejemplo 5.3.4
Para m.a.s. de tamafio n de una poblacién N(0,0) con o conocida, el test
optimo para contrastar Hg : 0 = 0y frente a Hy : § = 61 con 61 > 6y, viene
dado por

RC = {f(Z61)/ f(Z|00) > k}

y si se tiene en cuenta que

601—06 .
fgz|91§ _ 6_#(%—93)6% 21:‘”
F(Z'[0o

se puede poner RC' = {T > c¢}. Ademads se obtiene el mismo contraste inde-
pendientemente del valor 07 con tal que sea 61 > 0. Para la determinacién
de la constante se emplea que bajo 6y, X ~ N(6o, %), de donde de acuer-
do con el teorema de Neyman-Pearson el test 6ptimo tiene de regién critica
RC = {X > 0o + ZQ%}.

|

Surge la pregunta de si lo ocurrido en este iltimo ejemplo en el que se
obtiene el mismo test mediante el teorema de Neyman-Pearson y la razén
de verosimilitud ocurre siempre. Para comprender mejor la situacién se con-
sidera el siguiente enunciado.
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Ejemplo 5.3.5
Se toman muestras de tamano 1 de una poblacién N(6,1) y se quiere con-
trastar la hipotesis nula Hy : 0 =0 frente a Hy : 0 = 1.

La razon de verosimilitud viene dada por

=1 e

con lo que la region critica del test de la RV estd formada por todos los
puntos muestrales, si la constante que determina la regién critica vale 1,
o bien la regién critica es = > ¢, si la constante ¢ es mayor o igual que
0'5. En cualquier caso, mediante el método de la RV sélo pueden obtenerse
constantes de tamafo menor o igual que P{X > 0'5|6 = 0} = 0'30854.

Por otro lado, mediante el teorema de Neyman-Pearson la regién critica
es de la forma

RC = {z| f(2|0 = 1)/ f(x]0 = 0) >k}

lo que lleva a que RC = {x|e*%+‘” > k} o bien RC = {z > c¢}. Por tan-
to mediante el Teorema de Neyman-Pearson se puede conseguir cualquier
tamano.

|

Se estd en condiciones de probar la siguiente relacién.

Proposicién 5.3.1

Si para contrastar Hy : 0 = 0g frente a Hy : § = 01 existe un contraste
construido a partir de la razén de verosimilitud que tiene el mismo tamano
que el test dado por el teorema de Neyman-Pearson, ambos coinciden.

Demostracién: Dado o sea RCy = {Z|f(Z01)/f(Z00) > K1} la
regién critica obtenida por el teorema de Neyman-Pearson con P{RC |00} =
a. Se puede poner RCy = {f(Z|00)/f(T|61) < K} con k| = kit

Por otro lado la razén de verosimilitud es

. 1 si f(T60) > f(7]61)
MT) =19 (Z6o) F(T|00) < (T

@y

luego la region critica del test de la RV es RC' = {@ | f(7'|00)/f(Z|61) < k}.
Si kg < 1, al ser el test de tamano «, ha de ser k] = ko. Sies ky = 1, la
regién critica del test de la RV incluye a todos los puntos y @ = 1 con lo
que los dos contrastes rechazan siempre y por tanto coinciden.
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5.4. CONTRASTES DE HIPOTESIS UNILATE-
RALES Y BILATERALES

Como ya se habia anticipado y si se contemplan los contrastes de hipéte-
sis desde el punto de vista de la distribucién en el muestreo, para la obten-
cién de tests 6ptimos en el caso de hipétesis méds complicadas, se necesita
restringir la clase de los tests con los que se va a trabajar, para luego pasar a
restringir la clase de distribuciones que sigue el modelo con el que se obtiene
la muestra.

Como se ha visto en la seccién anterior, la clase C de los contrastes
a emplear, para hipdtesis simples, era la de los tests de nivel . Para en-
contrar contrastes éptimos en el caso de hipétesis unilaterales es necesario
restringirse a modelos de distibuciones que tengan cociente de verosimili-
tud mondtono, concepto que serd definido a continuacién. Por iltimo, para
el uso de hipoétesis bilaterales se necesitan ademads restricciones a clases de
contrastes que sean insesgados.

Este tipo de problemas no se presentan en la aproximacién bayesiana,
la hipdtesis nula o la alternativa es aceptada en funcién de cudl sea su
probabilidad final.

Definicién 5.4.1. (distribuciones con cociente de verosimilitud monétono)
La familia de funciones de densidad de la muestra P = {f(7|0)|0 € © C R}
tiene cociente de verosimilitud monétono (CV M), en un estadistico unidi-
mensional T(Z), si cuando 61 < 6y el cociente f(7|02)/f(Z'|01) es una
funcién no decreciente de T().

|

En esta definicién se ha empleado notacién de funcién de densidad, lo
mismo es vélido para funciones de masa. Los desarrollos posteriores también
son vélidos, con modificaciones obvias, si el cociente de verosimilitudes es

. . N
una funcién no creciente de T(@).

Ejemplo 5.4.1
Para una poblacién N(6,c) con o conocida y m.a.s. de tamaiio n, la familia

n =5ty Y (wi—0)?
) e o

P=(1

2mo

O €R } tiene CVM enT(Z) = > x;,ya
i=1

que para 01 < 09 es

n
69 —0
[(@1, 0 nl0s) 1363 "o 2w
f(xl,...,acn|01)
n

:z 2 . —
que es una funcién monétona no decreciente en 7'(7) = 3 ;.
1
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Ejemplo 5.4.2

Para una poblacién Uniforme(0,6) con m.a.s. de tamafio n, la familia
de distribuciones P = {g=I(g9)(z(n))|0 € RT} tiene CVM en X, ya que
cuando es 67 < 0y el cociente

f(&102) <ﬁ>” L(0.09)(T(n))
f(Z161) 02) To,0)(Tm)

L% 2 . — s
es una funcién monétona no decreciente en T(") = x(,) el maximo de los
valores muestrales.

Si la funcién de densidad o de masa de la muestra, es de la familia
exponencial uniparamétrica, es decir, es de la forma

(5.4.1) F(@1, oy 0]0) = c(O) (21, ..., 2 )T O T @10zn)

y la funcién m(f) es monétona no decreciente en ¢; entonces tiene CVM
en el estadistico suficiente T'(x1, ..., Z,). Por lo tanto poblaciones Beta con
un pardmetro conocido, Normal con un pardmetro desconocida, Binomial y
Poisson, poseen CV M.

La distribucién Uniforme(0,0) aunque no pertenece a la familia expo-
nencial uniparamétrica posee CV M en X, n)

La familia de distribuciones P = { ) |6 € R} de Cauchy no posee

m
CV M en x, ya que para 01 < 0 el cociente
f($|92) _ 1+ (:c — 01)2
f(l‘|01) 14+ (CC — 02)2
tiende a 1 cuando z tiende a Foo.

Ahora se estd en condiciones de generalizar el teorema de Neyman-
Pearson mediante el siguiente enunciado.

Teorema 5.4.1 (Karlin-Rubin)
Si 6 es un pardmetro real y la familia de distribuciones de la muestra tiene
CV M en T, para contrastar Hg : 0 < 0y frente a Hy : 0 > 0y se sigue:

1) El test de regién critica

(5.4.2) RC ={7|T(7) > ¢}
y de regién de aceptacion

(5.4.3) RA={7Z|T(7) < ¢}
que cumple

(5.4.4) a = P{RC|00}

es 6ptimo en la clase C de los tests de nivel a.
2) La funcién de potencia del test dado en 1) es no decreciente.



238 INFERENCIA ESTADISTICA

Demostracién: 1) Puede verse que si se contrasta Hj : 0 = 0y frente
a Hf : 0 =01 con 01 > 0y ambos fijos, el test del enunciado es el éptimo
segiin el Teorema 5.3.1 (Neyman-Pearson). En efecto f(7'|61) > kf(Z|6o)
es equivalente a (@) > ¢ y al verificarse (5.4.4) el test tiene de tamafio
para la hipétesis nula Hj : 6 = 0. Antes de continuar con la demostracién
de la parte 1) se puede ver 2). Bajo la hipétesis de que la familia de distribu-
ciones de la muestra tenga CVM, es

P{T > |01} < P{T > c|02}
siempre que 01 < 0,.
Para todo t > ¢, por la hipétesis de CV M resulta
£(t162) _ Feloe)
f(tl01) — f(cl6h)

o alternativamente

f(cl61)

Integrando en ambos miembros se tiene

+o0 f(clel) +o00
AL ETA A

de donde para cualquier c¢ arbitrario

flelf2) _ _ f(cl6y)
1— F(clfg) — 1— F(clfy)

Si se vuelve a integrar se tiene que

o f(t82) o f(t6)
/—oo 1- F(t2|02)dt S /—oo 1- F(tlwl)dt

para cualquier valor tg arbitrario, de manera que
—In[l — F(to|02)] < —In[1 — F(to]61)]

que equivale a P{T > 9|61} < P{T > to|62}.

Por lo tanto, la funcién de potencia del test de regién critica (5.4.2) es
mondétona no decreciente en 6. Como la funcién de potencia del test cumple
(5.4.4), esto sirve para determinar el valor de la constante c. Se tiene hasta
ahora, que el test construido es 6ptimo para contrastar Hj : 0 = 6y frente
a Hy : 0 > 0g, ya que el test al que se llegaria mediante el teorema de
Neyman-Pearson no depende de ctial sea #; siempre que sea mayor que 6.

El test del enunciado es 6ptimo, en la clase C' de los test de nivel «
para contrastar Hj : 0 = 0g frente a Hy : 0 > 0p, pero esta clase es mds
amplia que la clase C de los tests de nivel o para contrastar Hy : 0 < 6
frente a Hy : 0 > 0y y como por 2) el test del enunciado estd en la clase C
y es 6ptimo en una clase méds amplia, es 6ptimo también en C.
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Ejemplo 5.4.3

Para contrastar Hy : 0 < 0y frente a Hy : 0 > 6y con m.a.s. de tamafno

n de una poblacién N (6, 1), si se quiere contrastar Hy : 6 < 6y frente a

Hy : 0 > 0y existe test 6ptimo; ya que de acuerdo con el Ejemplo 5.4.1 la
n

familia de las distribuciones N(6, o) con o conocida tiene CVM en ) z;.
1

n
Por lo tanto el test de regién critica RC' = { ST > zan/n+ neg}, por
i=1

el teorema de Karlin-Rubin, es 6ptimo.

Ejemplo 5.4.4

Para contrastar Hy : 0% < o frente a Hy : 0 > 0% con m.a.s. de tamafio

n de una poblacién N(u,o) de media conocida, dado que la distribucién
n n

N(u,0) tiene CVM en S (z; —p)? el test de regién critica RC = {3 (z; —
i=1 1

1)? > ogxna} es 6ptimo.

El contraste de la hipétesis nula Hy : 0 > 0g; frente a la hipétesis al-
ternativa Hy : 6 < 6, con la utilizaciéon de familias de distribuciones con

. . o1 . . — ,
cociente de verosimilitud monétono no creciente en T'(z’), no deberia supo-
ner ningin obstdculo al lector, para que éste enuncie una versién adecuada
a esta situacién del teorema de Karlin-Rubin.

Lo mismo que se dijo tras el enunciado del Teorema de Neyman-Pearson
ocurre con el Teorema de Karlin-Rubin; el conjunto de puntos que verifican
f(Z01) = kf(Z)0p) pueden ser colocados tanto en la regién critica
como en la regién de aceptacion, permaneciendo vélidos ambos enuncia-

dos.

Para poner de manifiesto que sin introducir mds restricciones no pueden
obtenerse contrastes éptimos para las hipétesis bilaterales, supéngase que
se quiere contrastar Hp : 0 = 0 frente a Hy : 0 # 0y mediante m.a.s. de
tamafio n de una poblacién N(6,1). Por tener la familia de distribuciénes
CV M en T, el test 6ptimo para contrastar Hjy : 0 < 6y frente a H] : 6 > 0
tiene de region critica RCy = {ZT|T > 0y + %} De manera andloga el test

6ptimo para contrastar HS :0 > 0y frente a HI : 0 < 6y tiene de region
critica RCy = {Z|T < 0 + Zi/%“ }, las funciones de potencia de ambos tests

se representan en la Figura 5.4.1. Es claro que si existiera un test 6ptimo
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Figura 5.4.1. Funcion de potencia de los tests dptimos para hipdtesis
unilaterales en el caso normal.

para Hy : 0 = g frente a Hy : 6 # 6y de tamano «, dado por una regién
critica RC*, su funcién de potencia o« (0) deberfa coincidir con Sge, (6),
cuando 6 > g, y con e, (0), cuando § < 6g. Pero esto es imposible, ya
que por el Teorema de Karlin-Rubin en su parte 2) el test de regién critica
RC™* ha de tener funcién de potencia no decreciente y como es B po«(60) = o
seria Optimo para contrastar Hy : 0 = 0y frente a Hy : 0 = 601 con 61 > 0.

De aqui se seguirfa que RC* ha de ser de la forma (5.4.1), por la parte
de unicidad del Teorema de Neyman-Pearson, y por lo tanto Sp-«(0) ala
izquierda de 6p no puede coincidir con g, (#). Luego no puede haber un
test cuya funcién de potencia coincida con B, (0) a la izquierda de 6y y
con Bre, (0) a la derecha de 6.

Sin embargo, tanto el test de regién critica RC; como el de regién critica
RC5, deberfan ser excluidos, cuando se pretenda contrastar Hy : 6 = 6g
frente a H; : 0 # 09, ya que tratan de manera asimétrica respecto a la funcién
de potencia a los puntos que quedan por debajo de 6y de los que quedan
por encima. Esto se logra restringiendo la clase de los contrastes a utilizar a
la clase de los contrastes insesgados (véase la Definicién 5.3.2), queddndose
con los contrastes que rechazan la hipdtesis nula con probabilidad mayor
cuando ésta es falsa que cuando es cierta; es decir, solo se van a considerar
aquellos contrastes tales que P{RC|0y} < o y que P{RC|#} > o para
cualquier 0 # 6.

Obsérvese que el test dado en el Teorema de Karlin-Rubin, es insesgado
para contrastar Hg : 0 < 6y frente a Hy : 6 > 0y, pero no lo es para
contrastar Hy : 0 = 6y frente a Hy : 0 # 6y. En esta linea puede probarse el
siguiente enunciado.

Teorema 5.4.2

Dado 6 un pardmetro real y cuando la familia de distribuciones de la muestra es
la exponencial uniparamétrica f (1, ..., 2,|0) = c¢(0)h(x1, ..., 2, )e™OT (@152n)
con m(f) funcién monétona no decreciente, existe contraste éptimo en la
clase de los contrastes que son insesgados de nivel @ para contrastar la
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hip6tesis nula Hy : 6 € [01,02] frente a Hy : 6 ¢ [01,62], donde eventual-
mente puede ser #; = 0y = 6y. La regién critica del test 6ptimo es de
la forma RC = {Z|T(7) < c1 o T(Z) > cy} siempre que se tenga
P{RC|0,} = P{RC|02} = « en el caso en que 01 # 62, 0o P{RC|6p} =a ¥y
4 P{RC|0}|g=g, = 0 en el caso 61 = 05 = 0.

Demostracién: La demostracién puede verse en Lehmann(1986) pég.
135.
|

Para contrastar la hipétesis nula Hy : 0 < 61 o 6 > 65 con 67 < 04
frente a la alternativa Hy : 8 € [f1,02] en la familia exponencial uni-
paramétrica no es necesario restingirse a la clase de los tests insesgados.

La hipotesis de que la distribucién pertenezca a la familia exponencial
uniparamétrica, con una funcién 7(6) mondétona no decreciente, es necesaria
para asegurar que la distribucién tenga CVM en T(7) y para que la
derivada de la funcién de potencia exista y pueda anularse.

5.5. DUALIDAD ENTRE CONTRASTES DE HI-
POTESIS Y REGIONES DE CONFIANZA

Cuando en el Capitulo 4 se estudiaron las regiones de confianza, quedé
pendiente el estudio de los criterios de 6ptimo para regiones de confianza.
El motivo es que tales criterios se basan en el concepto de test 6ptimo, que
ha sido introducido en este Capitulo. Mds concretamente se va a ver en esta
Seccién, que existe un procedimiento natural de pasar de una familia de
contrastes de hipotesis a una regién de confianza y que este procedimiento
permite trasladar las nociones de contrastes 6ptimos a definiciones de é6ptimo
para su regién de confianza correspondiente.

Conviene hacer notar, que esta dualidad solo tiene lugar en la aproxi-
macién cldsica y no entre los contrastes y las regiones creibles bayesianas.
Con el fin de introducir la nocién de dualidad considérese el siguiente Ejem-
plo.

Ejemplo 5.5.1

Para contrastar Hy : 6 < 0y frente a Hy : 0 > 0y con m.a.s. de tamano n de
una poblacién N (6, 1), el test 6ptimo de tamano « tiene como regién critica
RC = {X > 6y + zaﬁ} Se rechaza la hipé6tesis nula para aquellos valores
X que sean significativamente mayores de 6y. Parece natural pensar que
para cada X fijo los valores de § compatibles con la media muestral seran
aquellos que verifiquen X < 6 + zaﬁ, es decir los valores de 6 que hagan

que X pertenezca a la regién de aceptacién del test. ;Se puede entonces
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considerar al conjunto

— — 1
S(X)=120|X —2,—=<10
) { ‘ “vn T }
como una regién de confianza? o més concretamente jes el intervalo [X —
za%, +00), un intervalo de confianza para 67
La respuesta es afirmativa, pues

P{S(X)30|0} =P{X— zaﬁ <00} = P{X <0+ zaﬁ\e}

=P{X -0)/n<z0 =1—aq.

Por lo tanto S()_f) es una regién de grado de confianza 1 — a.

El procedimiento es del todo general y ha ilustrado la correspondencia
entre familias de contrastes hipétesis y regiones de confianza. Dada una
familia de contrastes de hipdtesis de tamano « para contrastar Hg : 6 = 60y
frente a H; : 0§ € H(0y) mediante las regiones criticas RC(6p) o bien
mediante su complementario la regién de aceptacién RA(6y), se sigue que

S(X) = {0|X € RA(D)}
es una regiéon de grado de confianza 1 — «, ya que
P{S(X) 3 0/0} = P{X tales que X € RA(0)|0} = 1—P{RC(0)|0} > 1—a.

Se utiliza la notacién Hy : 0 € H(fp) para hacer referencia a que la hipéte-
sis alternativa dependerd de la hipétesis nula. Normalmente, para el caso
en que el pardmetro sea un valor real, a contrastes bilaterales les correspon-
derdn regiones de confianza que sean intervalos con extremos finitos y a
contrastes unilaterales regiones de confianza que sean intervalos con uno de
sus extremos infinitos, como ha ocurrido en el Ejemplo 5.5.1.

Este método también puede ser invertido, asi si S(X) es una regién de
grado de confianza 1 — a , se puede construir una familia de contrastes de
hipétesis, mediante el procedimiento de fijar arbitrariamente un punto como
hipétesis nula Hy : 0 = 0y y definir

— —
RC(0o) = { X100 ¢ S(X)}
entonces RC(0p) es la regién critica de un test de nivel « ; ya que

Bree (00) = P{X tales que 0 ¢ S(X)[00}

— —
=1— P{X tales que 0y € S(X)|0o}
< a,
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puesto que para cualquier 6 es
— —
P{X tales que § € S(X)|0} > 1— .

A continuacién se introducen las nociones de 6ptimo relativas a regiones
de confianza.

Definicién 5.5.1 (regién de confianza uniformemente mds ajustada)
Unaregién S(X7, ..., X,,) de grado de confianza 1 —« se dice uniformemente
més ajustada (UM A) si para cualquier otra regién S’(X7, ..., X,,) del mismo
grado de confianza, se tiene que, para cualesquiera 6 y ¢’

P{S(X) > ¢'|0} < P{S'(X) > 0|0}

Es decir si S()_f) cubre valores incorrectos del pardmetro con menor
—
probabilidad que S'(X).

También se emplea el término uniformemente més precisa o bien éptima.

Definicién 5.5.2 (regién de confianza insesgada)
Una regién S(Xj, ..., X,) de grado de confianza 1 — o se dice insesgada, si
para cualesquiera 6 y ¢’ distintos

P{S(X)3010} <1-a

O lo que es lo mismo, si cubre valores correctos del pardmetro con mayor
probabilidad que valores incorrectos del mismo.
|

La relacién entre estas definiciones y los conceptos de 6ptimo para con-
trastes, viene recogida en los dos teoremas siguientes

Teorema 5.5.1
A familias de contrastes de hipétesis de tamano « 6ptimos, le corresponde
una regién de grado de confianza 1 —a UM A y reciprocamente.

Demostracién: De acuerdo conlolo visto en esta Seccidn, si se supone que:
la familia de contrastes para contrastar Hy : = 0y frente a Hy : 0 € H())
viene dada por la coleccién de regiones criticas RC(fg) que son 6ptimas,
donde se ha utilizado esta notacién para poner de manifiesto que se tiene
una coleccién de contrastes al ir variando 6. Su regién de confianza asociada
es S()—(>) = {¢9|)_(> ¢ RC(6)}, y para cualquier otra regién S’(Y) de grado
de confianza 1 —« se trata de ver si, cualesquiera que sean 6 y €', se cumple

(5.5.2) P{S(X) > ¢|0} < P{S'(X) > 0|0}
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Sea Hy:0=0" y Hy:0 € H()

P{S(X)> 0|0} = P{X ¢ RC(0')0}
=1— Brewe(9)

si se contruye la familia de contrastes, asociada a la regién S’ (?), mediante
Hy:0 =10 frentea Hy : 0 € H(0') serda RC'(0') = {?|S’()_(>) 7 0'}. Es
claro que
P{5'(X) 3010} = P{X ¢ RC'(¢')|6}
=1~ Bree)(0)

y, por la condicién de 6ptimo de las regiones criticas RC(6), ha de ser
Brew)(0) = Brergy(0). Cambiando de signo esta expresién y sumando
1 en los dos miembros se obtiene (5.5.2).

Reciprocamente, para S (?) una regién de grado de confianza 1 — «
UM A, se construye su familia de contrastes corres_p}ondiente para Hy: 60 =10
frente a Hy : 0 € Hy(0) mediante RC(6y) = {X 0o ¢ S(X)}. Si se tiene
ahora una familia de contrastes de tamano o RC’(6p), pasando a su regién
de confianza asociada S’(?) = {0|)_(> ¢ RC'(0)} se tiene que

Breron(0) = P{S'(X) # 60/0} = 1 — PLS'(X) 3 006}

pero esta ultima expresién es menor o igual que 1 — P{S()_f) > 6y|0}, por
—
ser S(X) UMA, por lo tanto

Breron(0) < 1 — P{S(X) 3 6|0} = P{X con 6, ¢ S(X)|0},

que coincide con Bre(py)(#) por construccion.
|

Teorema 5.5.2
A familia de contrastes de hipétesis de tamafio « insesgados, le corresponde
una region de grado de confianza 1 — @ insesgada y reciprocamente.

Demostracién: Sea RC(6') la regién critica de un test insesgado de
tamafio o para contrastar Hy : @ = 6’ frente a Hy : 0 € H(0'), se trata de

ver que con S(?) = {9|)—(> ¢ RC(0)} es
(5.5.3) P{S(X) > 0|0} > P{S(X) > 0|0}

Por la Definicién 5.5.2 es P{S(Y) > 010} = 1—Bree)(9), ¥, de acuerdo
con esto, P{S()_f) 5 0|0} = 1—Brep) (), pero al ser RC(0') insesgado para
todo 0’ es

Brew)(0) < Bree)(0)

y por lo tanto se tiene (5.5.3).
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Reciprocamente, si S ()—5) es una regiéon de grado de confianza 1 — a e
insesgada, su familia de contrastes asociados para Hy : § = 6y frente a
Hy :0 € H(fy) tiene de regiones criticas RC(6y) = {} con S()_f) % 0p}.
Se trata de comprobar que

(5.5.4) Brc(00)(0) = Breey(0)

00|60} < P{S()_f) > 0|0} de donde se sigue (5.5.4).
|

Realmente, la parte de mayor interés de estos dos iltimos enunciados,
es la que permite pasar de los contrastes UM P a las regiones UM A y de
los contrastes insesgados a las regiones insesgadas, ya que de esta forma se
pueden construir regiones de confianza éptimas de manera automética, a
partir del correspondiente test éptimo.

Ejemplo 5.5.2
Con muestras de tamafno uno, de una poblacién con funcién de densidad

f(z]0) = 0670$I(O7+00)(x) 0 >0,

para contrastar Hy : 8 > 6y frente a Hy : 6 < 6y , puede comprobarse que
el test 6ptimo e insesgado de tamano «, tiene de regién critica RC(6p) =
{X < —W} Por tanto la regién de grado de confianza 1 —a UMA e
insesgada viene dada por

s = (2029 )

5.6. APROXIMACION HISTORICA

La teorfa de los contrastes estadisticos desde el punto de vista clédsico es
fruto de los trabajos de Egon Pearson y de Jerzy Neyman realizados entre
los anos 1926 y 1933. Egon Pearson, hijo de Karl Pearson, nacié en Hamp-
stead cerca de Londres en 1895 y estudié matematicas en el Trinity College
de Cambridge en 1914. Sus estudios se vieron perturbados por problemas
de salud asi como por el inicio de la segunda guerra mundial. En 1919 es-
tudia astronomia para después ocupar una plaza en el Departamento de
Estadistica Aplicada del University College de Londres, donde se encuen-
tra con Neyman en el 1925. Comenz6 asi un trabajo en equipo que llevaria
a la elaboracién de la teoria de los tests estadisticos y que duré hasta el
ano 1938, en que Neyman marcha a Estados Unidos, a la Universidad de
Berkeley, California.
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Los fundamentos de la aproximaciéon bayesiana a la inferencia pueden
fijarse en los trabajos de Bayes, Bernoulli y Laplace. Como ya se ha dicho
en el Capitulo 3, la aproximacién bayesiana tiene su origen en la Memoria de
Bayes titulada FEnsayo hacia resolver un problema en la doctrina del azar,
publicada por Price en 1764 sobre la contribucién a la probabilidad inversa.
La traduccién al castellano puede verse en Gémez Villegas y otros (2001).
En la Memoria se obtiene por primera vez la versién continua del teorema
de Bayes cuando la distribucién inicial es uniforme, esto es,

w(0)f(x1, ..., xn|0)

m(mla )mn)

7T(6|$1, ,l‘n) =

que cuando 7(0) = I(g1)(f) toma la forma

7(0|x1, .oy Tn) = — 6 e (0,1)

con X; ~ Bernoulli(9).

Bayes muere en 1761 y la Memoria contiene la aproximacién que ha dado
lugar al nacimiento de la inferencia bayesiana.

Continua siendo un misterio por qué el trabajo no fué publicado por el
propio Bayes. Price en la presentacién de la Memoria dice que los resultados
en ella contenidos le han sido contados por Bayes y que la importancia de
los mismos le decide a publicarlos.

Fl antecedente de la expresién continua del teorema de Bayes estd en
un trabajo de Jacob Bernoulli (1654-1705), quien en su libro El Arte de
la Conjetura, publicado péstumamente por su sobrino Daniel Bernoulli en
1713, se plantea el problema de determinar la probabilidad # de un suceso
de Bernoulli. Afirma que si en n repeticiones el suceso se presenta m veces,
se puede asegurar, con probabilidad todo lo préximo a 1 que se quiera, que

(5.6.1) P{im/n —0| <e}>1-96

para € y ¢ arbitrariamente pequenos.

Hasta ese momento el planteamiento habia sido, dada una variable de
Bernoulli(6) con 6 conocido, la variable aleatoria es m, que tiene la distribu-
cién Binomial(n, ). Esta es la primera vez que se procede en sentido con-
trario, se pretende estimar el valor de 6 a partir de m/n y ademds se calcula
la probabilidad de que la probabilidad 6 est¢ en el intervalo (2 — ¢, 2 4 ¢).
Por este motivo se dice que se trata de un enunciado de probabilidad inversa,
fijados n grande y m se trata de hacer aseveraciones sobre #; de invertir el

camino que se venfa siguiendo hasta entonces.
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La Expresién (5.6.1) con m como v.a., es una ley de los grandes niimeros
y asf es como realmente fué considerada por Jacob Bernoulli. Por el con-
trario la Expresién (5.6.1) empleada para determinar 6 tiene sentido como
fue interpretada por Bayes con 6 como v.a. lo que lleva a introducir una
distribucién inicial, usar la verosimilitud y bien pasar a la distribucién final,
o bien tomarla como una determinacién de un intervalo de confianza para
0, para lo que habria que esperar a la teoria de Egon Pearson y J. Ney-
man desarrollada alrededor de 1933, o a la teoria de la probabilidad fiducial
introducida por Fisher sobre el 1930.

La idea de considerar a # como una variable aleatoria fué retomada por
Laplace (1749-1827) quien en su Memoria sobre la probabilidad de las causas
de los sucesos, aparecida en 1774, recoge la demostracién de la versién con-
tinua del teorema de Bayes, parece que sin conocer la obtenida previamente
por Bayes. M&s tarde vuelve a incluir esta expresién en su libro publicado
en 1812 Teoria Analitica de las Probabilidades, donde la utiliza con distribu-
ciones a priori distintas de la uniforme y donde incluye uno de los primeros
problemas de contraste de hipdtesis: el de contrastar si la probabilidad de
que un recién nacido sea varén es 0’50 y si esta probabilidad es la misma
en Francia que en Inglaterra.

La aproximacién bayesiana al contraste de hipétesis continué desarro-
lldndose hasta la aparicién de los trabajos citados de Egon Pearson, J. Ney-
man y Fisher que interrumpieron la utilizacién de los métodos bayesianos,
béasicamente por depender de la distribucién inicial, lo que hace que distintas
personas con diferente informacién inicial y la misma informacién muestral
lleguen a conclusiones distintas. Continuaron con la aproximacién bayesiana,
entre otros, Ramsey, quien en 1931 publica sus Fundamentos de Matemdti-
cas, Jeffreys, con su Teoria de la Probabilidad en 1939; De Finetti, 1974;
Leonard Savage en 1954 y Lindley en 1975, quienes han hecho que actual-
mente los métodos bayesianos, particularmente los contrastes de hipétesis,
presenten un elevado desarrollo.

5.7. EJERCICIOS

5.7.1
Para m.a.s. de tamano 12 de una poblacién de Poisson(6), con 6 € [0,0'5].
Si la region critica para contrastar Hy : = 0’5 frente a Hy : 6 < 0’5 viene
dada por

12
RC = {? = (xl,...,x12)| Z €X; S 2}
=1

Haéllese la funcién de potencia del test para § =0'5, 0 =025 y § =1/12y
dibijese ésta de forma aproximada.
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5.7.2
Para m.a.s. de tamano 2 de una poblacién con funcién de densidad

f(2]0) = 02" 1y (x),  ©={1,2}
se emplea la regién critica dada por
RC = {(z1,22)|0 < x; <1 i=1,2 con 3/(4x1) < xa}

para contrastar Hy: 6 =1 frente a Hy : 0 = 2. Se pide:
a) Funcién de potencia.
b) Probabilidades de error de tipo I y de tipo II.

5.7.3
Para m.a.s. de tamafio 3 de una poblacién de Bernoulli(d) se quiere con-
trastar Hp : 0 < 0 < 0’5 frente a Hy : 0'5 < 0 < 1 y se aplican los tests de
regiones criticas

3 3
RCl—{in—S} RCQ—{Z.Z’Z'>2}
=1 i=1

Compadrense sus funciones de potencia.

5.7.4
Para m.a.s. de tamano 16 de una poblaciéon N(6,1) con 6 € {0,1} se utiliza
el test de region critica

RC ={z >k}

para contratar Hg: 0 =0 frente a Hy : 6 = 1. Se pide:
a) Valor de k para que el test tenga de tamario 0/01.
b) Probabilidad de error de tipo I.
c¢) Probabilidad de error de tipo II.
d) Funcién de potencia.

5.7.5
En 1000 tiradas de una moneda se han obtenido 550 caras. ;Es razonable
suponer que la moneda es sesgada? Justifiquese la respuesta.

5.7.6

Calcilese el p-valor en cada una de las siguientes situaciones:

a) Para contrastar Hp : @ < 0’5 frente a Hy : # > 0’5 cuando se observan
7 éxitos en la repeticién con independencia de 10 experimentos de Bernoulli.

b) Para contrastar Hp : € < 1 frente a Hy : § > 1 cuando se observa
x =3 con X ~ Poisson(0).

c)Para contrastar Hy : § <1 frente a H; : # > 1 cuando se observa la
m.a.s. (3,5,1) con X ~ Poisson().
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5.7.7
Para m.a.s. de tamafo n de una poblacién N (6, 1), determinese el test
de la razén de verosimilitudes para contrastar Hy : @ = 0 frente a Hy : 6 > 0.
a) Calctilese su funcion de potencia.

b) Determinense n y ¢ (constante del test), para que la funcién de po-
tencia satisfaga que 5(0'1) = 095 y 5(—0'1) = 0'05.

5.7.8
Sea X7, ..., X;, una m.a.s. de tamafio n de una poblacién N (u, o) con ambos
pardmetros desconocidos. Dedizcase el test de la razén de verosimilitudes
para contrastar Hy : g = py frente a Hy : p # py.

5.7.9

Un examen consta de 100 preguntas, cada una de ellas admite la respuesta
verdadero o falso. Se desea que los alumnos que superen la prueba sepan
al menos el 50 % de la asignatura. Si se quiere que la probabilidad de sus-
pender a un alumno que realmente se sabe la asignatura sea menor o igual
que 0’01 ;cudl debe ser el nimero minimo de respuestas correctas que se
debe exigir para aprobar el examen? Supdéngase que las preguntas abarcan
uniformemente toda la asignatura y que para cada pregunta sélo una de las
alternativas es la correcta.

5.7.10

FEn un examen tipo cuestionario se plantean 10 cuestiones, cada una de ellas
admite la respuesta verdadero o falso. Aprobard el examen quien responda
correctamente a 5 o més preguntas. ; Cudl es la probabilidad de que apruebe
el examen alguien que responde todo al azar? ;Cuél es la probabilidad de
que apruebe el examen una persona que sabe el 30 % de la asignatura? ; Cual
debe ser el minimo nimero de respuestas correctas que se debe exigir para
aprobar, si se pretende que una persona que sepa al menos el 80% de la
asignatura apruebe con probabilidad (/97 En este tiltimo caso plantéese el
contraste con todos sus elementos.

5.7.11
Para muestras de tamano 1 de una poblacién con distribucién Gamma(a =
0’5, p) héllese un test UM P de tamatio 0’05 para contrastar Hy : p = 05
frente a Hy :p=1

5.7.12
Sea (X1, ..., X)) una m.a.s. de una poblacién con distribucién
Gamma(a,p =1)
a) Encuéntrese el test del cociente de verosimilitudes para contrastar
Hy:a=ag frente a Hi : a # ay.
b) Andlogamente para contrastar Hy : a > ag frente a Hy : a < ap.
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5.7.13
Sea (X1, X3) una m.a.s. de una poblacién de Bernoulli(6) con 6 € {025,0'5}.

Constriyase un test éptimo de tamano « = 3/16 para contrastar Hy : 0 =
0’25 frente a Hy : 0 = 0'5.

5.7.14
Para una muestra de tamano 1, determinese el test UM P de tamano 005
para contrastar Hy: procede de una poblacién N(0, 1), frente a Hj : procede
de una poblacién con funcién de densidad Cauchy(0,1), es decir,

1 1
1+ 22’

filz) = zeR

5.7.15
Para una muestra de tamafio 1, determinese el test UM P de tamano 0’01
y su funcién de potencia, para contrastar Hy :procede de una poblacién

N(0,1), frente a Hy : procede de una poblacién con distribucién Gamma(1,1).

5.7.16
Para las siguientes familias de distribuciones de probabilidad, encuéntrense
los tests Optimos de tamano « para contrastar Hy : 0 < 6y frente a
Hy : 0 >0y, basados en m.a.s. de n observaciones.
a) f(z]0) =070 2>0,0>0.
b) f(x|0) = 021, 0<x<1,0>0.

5.7.17
a) De la produccién de una fébrica se toma una m.a.s. de 50 ele-

50
mentos, resultando que =29 y > (z; —7)? = 575. Contréstese la hipétesis
I

de que la media de la poblacién es 30 mediante un test de tamaiio 0’01
suponiendo que la poblacién tiene una distribucién normal.

b) Se quiere saber si ha habido variacién en la poblacién para lo
que se considera por una parte la muestra del apartado a) y una semana
mds tarde se toma otra m.a.s., independiente con la anterior, de tamano 80

80
que arroja y = 22 y > (y; — 7)? = 650. Contréstese la hipéStesis de que el
I

proceso no ha variado, mediante un test de tamano 0’05 bajo las mismas
suposiciones de normalidad.

5.7.18
En un conjunto de 300 personas tomadas al azar de la ciudad A, hay 93
que ganan menos de 1,800 euros al mes. En la ciudad B, de un grupo de
200 personas tomadas al azar, hay 52 que ganan menos de 1,800 euros al
mes. jSe podria rechazar la hipétesis de que la proporcién de individuos que
ganan menos de 1,800 euros al mes es la misma en ambas ciudades? Témese
para el test un tamafo de 0'05.
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5.7.19
Contrastese la hipétesis Hy : 0 = 1 frente a Hy : § = 2 para una m.a.s. de
tamafio n de una poblacién, con funcién de densidad

f(x|0) =0e7% x>0, >0
suponiendo que la informacién inicial viene recogida por P{f = 1} = %

5.7.20
A un estudiante se le somete a un test, con el fin de determinar su coeficiente
de inteligencia 6 que arroja como puntuacién z = 115. Se supone que el re-
sultado del test X ~ N(6,10) y que en el colectivo estudiado 6 ~ N (100, 15).
Contrastese mediante un test bayesiano la hipétesis de que su coeficiente
de inteligencia es menor o igual que 100 frente a su complementario. Cal-
cilese el p-valor correspondiente al test cldsico para la misma situacion.

5.7.21
Para contrastar la hipétesis nula Hy : 6 = 0 frente a H; : 6 #% 0 con
m.a.s. de tamafio n de una poblacién N (6, c) con o conocida, se utiliza una
distribucién inicial que da P{# = 0} = 0’5 y si § # 0 vale 0’57(f) donde
7w(0) es la densidad de una N(0,79) con 7o desviacién tipica conocida. Se
pide:

a) Compruébese que, efectivamente P{—o0 < 6 < 400} = 1.

b) Calctlese P{Ho|z1, ..., Zn}.

c¢) Obténgase una expresién para el p-valor cuando se observe T.

d) Para el caso 0% = T% =1y n = 10 calcilense el p-valor y la proba-
bilidad final de la hipé6tesis nula cuando los valores de la media muestral T
han sido:

0,0'1,0'4,0'6,1, 2.

5.8. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

5.8.1
La funcién de potencia del contraste es

Brc(0) = P{RC|0}

12
y como > X; tiene distribucién de Poisson(126)
i=1

(2

12
Bre(0) = P{;Xi < 2|0} = F(2]126)

donde F' es la funcién de distribucién de la v.a. de Poisson(126). Se tiene
que F(2]6) = 0/062, F'(2|3) = 0/4232 y F(2|1) = 0/9197 por lo que la funcién
de potencia es la recogida en la Figura 5.8.1, donde el valor correspondiente
a 0 =0 se determina por continuidad.
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0 1/3 0’5 1 8

Figura 5.8.1. Funcion de potencia correspondiente al Ejercicio 5.7.2.

5.8.2
a) La funcién de potencia es

Bro(0) = P{(xz1,22) con 0<z; <1 i=1,2 y3 <dxixa}

se trata de calcular, véase la Figura 5.8.2,

1 1
P{zona rayadalf} = / /3 0228 ab tdwyda,
3/4.) 3

4xq

b 3\’
= Ox7 " |1 — [ — d
/3/4 “ [ <4951> ] o

_1- (2)9(1—%%)
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2

0 3/4 1 %

Figura 5.8.2. Representacion de la region critica del Ejercicio 5.7.2.

b) La probabilidad de cometer error de tipo I viene dada por
3 3
N=1—->=(1-1ln=) =0034.
frc)=1-7 (1-17)

La probabilidad de cometer error de tipo II es

9 3 ,
1—Bpe(2)=1-— {1—1—6(1—21111)} = 0'096.

5.8.3
Las funciones de potencia son

>

Bre, (0) = P{ = 3|9} =03

e T
>
Y

Bre, (0) :P{ 2|9} =03 +36%(1 — 0) = 0%(3 — 20)

luego la funcién de potencia del primer test es menor que la funcién de
potencia del segundo, y por tanto en la clase de los tests de nivel 0’5 es
mejor el test de regién critica RCY, véase la Figura 5.8.3.



254 INFERENCIA ESTADISTICA

Figura 5.8.3. Funciones de potencia de los tests del FEjercicio 5.7.5.

5.8.4
Como bajo la suposicién de normalidad X ~ N(, ﬁ) se tiene

a) P{X>kl§=0}=P{Z>(k-0)yn}=001
con Z ~ N(0,1), de donde ha de ser k4 = 2/326 o lo que es lo mismo
k = 0’5815.
b) La probabilidad de cometer error de tipo I es la probabilidad bajo
0 = 0 de rechazar la hipétesis nula, es decir
P{RC|0 =0} = P{X >0/5815|0 =0}
= P{Z >4-0'5815}
= P{Z > 2'326}
~ 0/01.
¢) La probabilidad de cometer error de tipo II es la probabilidad bajo
0 =1 de aceptar la hipétesis nula

1 - P{RC|0 =1} = P{X < 0'5815|0 = 1}

p— / —_
:P{X 1<05815 1‘9:1}

1/4 1/4
— P{Z < 4(0'5815 — 1)}
= P{Z < —1'674}

~ 0'047.
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d) De acuerdo con la Definicién 5.1.3 la funcién de potencia es

Bre(0) = P{RC|0} = P{X > ('5815|0}
X -6 _ 05815 —6
{2 )
= P{Z > 4(0'5815 — 0)}
=1— ®(4(0'5815 — 0))

con ® la funcién de distribucién de la v.a. N(0,1).

5.8.5
El test de la RV para contrastar Hy : g = 0’5 frente a Hy : @ # 0’5 tiene
de region critica

RC = {7 = (z1,...,2,)|N(T) < k}

donde
(0/5)nf(1 _ 0/5)71(1—5)

max "% (1 — §)n(1-7)
0e(0,1)

NT) =

el méximo del denominador se alcanza en # =T por lo que es

05\"% /1 — 05\
@-(3) (%)

Esta expresion es una funcién simétrica en T respecto al punto 0’5, con
lo que RC = {[Z — 0’5 > c}. Para la determinacién de ¢ se emplea que la
distribucién aproximada de X es una normal N (0’5, /1000 - 052) es decir
X ~ N(0'5,15/8114).

Para la m.a.s. particular que arroja 550 caras en 1000 tiradas, el p-valor

€S

p — valor(0'55) = P{|X — 0’5 > 0’55 — 0’5 | = 0’5}

005
=r {' = 15’8114}
= P{|Z] = 316}
= 000079

luego se debe rechazar el que la moneda sea equilibrada.

También hubiera sido posible contrastar Hy : @ = 0’5 frente a Hy : 0 >
0’5, de todas maneras se ha preferido recoger la hipétesis alternativa més
amplia.
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5.8.6
a) Para contrastar Hy : § < 0’5 frente a Hy : 6 > (0’5 mediante el

n
método de la RV se obtiene el test de RC = {Z T; > c} por lo que el
i=1

10
p-valor con » x; =7 es
i=1

10 10
supP{ZXi27‘€}:P{ZXi27’9:O'O5}:

0cHy i=1 i=1

10
ZP{ZX¢§3’9:O'5} =
i=1
=0'1719
b) En el contraste Hy : § < 1 frente a Hy : § > 1 conxz = 3
para una poblacién X ~ Poisson(f), el método de la RV conduce al test
de RC = {x > ¢}, en este caso el p-valor correspondiente a x = 3 es

sup P{X >3]0} = P{X >3/f = 1} = 00803
0€Hy

c) Si se enfrenta Hp : # < 1 frente a H; : § > 1 tras observar
3
la m.a.s. (3,5,1), mediante el test de la RV la RC = {Z X; > 0}, por lo
i=1
que el p-valor, viene dado por
3
sup P{ZXi Z3+5+1'0} = P{Y >9|0 = 3} = 00038
0cHy =1

donde Y ~ Poisson(f = 3) en virtud de la reproductividad de la distribu-
cién de Poisson.

5.8.7
a) Para contrastar con m.a.s. de tamafio n de una poblacién N(6,1)
Hp:0=0 frentea H;:60 >0, el test de la RV viene dado por

RC = {\(z1,...,zn) < c}

donde
)\(.1’1 =z ): f(xl,,acn|9)
T max f(x, ., 20 |0)
0>0
como "
) 7%21:(3:179) | eaZa si T<0
920 T eIZED s

se sigue que
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por lo que simplificando

si <0

NS <
)\(.’L’)—{ 67%52 i T>0

S1 X

y por tanto, tras la representacién de A(T) , la regién critica es de la forma
RC ={X > k}.
b) La funcién de potencia es $(0) = P{X > k|#} y como X ~

1

N, 2
B(0) = P{Z = (k - 0)v/n}
sin mds que tipificar la variable X, y donde Z ~ N(0,1).
Se trata de resolver en n y k el sistema

P{Z > (k—01)y/n} =095
P{Z > (k+0'1)y/n} = 005

o alternativamente

—1'6449 = (k — 0'1)y/n
16449 = (k + 0'1)y/n

de donde n =269 y k= 0.

5.8.8
Con m.a.s. de tamano n de una poblacién N(u, o) el test de la RV para
contrastar Hy : § = 6y frente a Hy : 6 # 0y con o desconocida, viene dado
por
RC = {\(z1,...,zp) < k}

con
max (l)n 67# 2(wi—bo)*
5.8.1 A7) = 22
(58.1) (=) max ()" e~ 207 (i00)?
0o 7

Para maximizar en # y o el denominador, se observa que para todo o
n

fijo el maximo en @ se obtiene minimizando en € la expresién > (x; — 6)2
1

que como se sabe se consigue con § = T. Por lo tanto bastard maximizar,

o 2 .
ahora en o, la expresién o~ "e 202 2@ Tomando logaritmos se pretende
maximizar —nlno — 54z 3 (z; — T)? cuya derivada igualada a cero es
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2

cuya Unica solucién es o~ = (v; — T)? la varianza muestral. Como la

Sl

=1

3 _Zl(%—W

derivada segunda es -z + —=—r——, que siempre es positiva, se sigue que

6% es un méximo y sustituyendo en el denominador de (5.8.1) se obtiene
1

n

n
Z (z; —09)* y el numerador vale 5, e~ 2, por lo que

=1

p ~2
que éste vale o =

n

R O

sumando y restando en el denominador T se obtiene que la razén es A(t) =
-n —
<1 + nt—_zl) con t = ’”7—5‘90\/5 Expresién que bajo la hipétesis nula se

distribuye con distribucién T,,—; de Student. En resumen, que al ser A(t)
simétrica, la regién critica queda
< C}

mxwxw<m—ﬂﬂ<d—{F;%¢ﬁ

Para la obtencién de la constante hay que hacer que

sup P{RC|0 = 6y,0} = «

con lo que basta que sea ¢ = ta 'y por lo tanto

re |
5.8.9

Si se denota por 6 € [0,1] el porcentaje de asignatura que conoce un alumno,
se pretende contrastar Hy : 0 < 0’5 frente a Hy : > 0'5. Para aprobar, el
alumno deberd contestar por lo menos a k preguntas de forma correcta, con

k un entero menor que 100. Se puede suponer que el nimero de preguntas
correctas contestadas es 120(:) X; una v.a.suma de v.a. de Bernoulli(0) cuan-
do se sabe un tanto por zu:nlo 0 de la asignatura. Con este planteamiento un
alumno aprobard si 120(:) X; > k, y suspenderd si 1205) X,; < k. La probabilidad
de que un alumno cg);%este correctamente a unaZ T)lregunta es

T — 6
S

\/7_z<t%}.

P{X; = 1|0} = P{se sepa la respuesta}-
- P{la marque correctamente|se sabe la respuesta}+
+ P{no sepa la respuesta}-

- P{la marque correctamente|no sabe la respuesta}
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que puede ponerse
p=P{X;=1|0} =6+ (1—0)0'5 =05+ 050

100
por lo tanto > X; ~ Binomial(100, p).
i=1
La peticién de acotar por 001 la probabilidad de suspender cuando se
sabe la asignatura, permite determinar el valor de k de la expresién

100
P{Y. X; < k|6 = 0’5} < 001
=1

100
donde Y X; ~ Binomial(100,0'75). Utilizando la aproximacién normal a la
i=1

distribucién Binomial X ~ N (0'75, \/%) = N(0'75,0'043) se trata

de obtener k de la expresion

o
Plz< M =001
00433

donde Z ~ N(0,1), lo que lleva a

k ,

— 075 =00433 - (—2'32

100 0’75 = 00433 - (—2'3263)

y redondeando, ha de ser £ = 65 el nimero minimo de preguntas que un

alumno ha de contestar correctamente para aprobar.

5.8.10

Entendiendo que el nimero de respuestas correctas viene modelizado por
una variable aleatoria g: X, donde X; =1 si la respuesta a la pregunta
= 10
i-ésima es correcta. Una persona aprobard cuando Y X; > 5, mediante el
Teorema de la probabilidad total, 1a probabilidad dlez 1que una persona que

conoce un tanto por uno 6 de la materia conteste correctamente es
p=P{X; = 1[0}
= P{se sepa la respuesta} P{la marque correctamente|se sabe la respuesta}

+ P{no sepa la respuesta}P{la marque correctamente|no sabe la respuesta}
=0'5+050.

Si la persona responde al azar es p = 0’5, valor correspondiente a 6 = 0;
la probabilidad de que apruebe es

10
P{in 25'9:0} =1-0377=0623
i=1
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La probabilidad de que apruebe el examen una persona que sabe el 30 %
de la asignatura es

10
P{ZXZ»25‘0:0’3} = P{Y >5} = 09052
i=1

con Y ~ Binomial(10,0'65) donde p es el valor correspondiente a 6 = (/3.
Para calcular el niimero minimo de preguntas correctas a responder para

aprobar k, si se pretende que una persona que sepa al menos el 80 % de la

asignatura apruebe con probabilidad (0'9. Se trata de determinar k para que

10
P{> X; > k|0} > 09
i=1

con 6 > 0’8, como al valor § = (/8 le corresponde p = 0’9 se debe obtener
k tal que
P{Y >k} > 09

con Y ~ Binomial(10,0'9), de donde k = 8.
En este tltimo caso se ha pretendido contrastar la hipdtesis Hp : se
sabe un porcentaje de asignatura 6 > 0’8 frente a Hy : se sabe § < 0’8 y la

10
regién critica es RC = ¢ > X; < 8} .
i=1
La probabilidad de cometer error de tipo I es
10 10
sup P{ZXZ-SE%’H}:P{ZXi§8‘0:0'8}:P{Y§8}
6>08 i=1 i=1
con Y ~ Binomial(10,0'9) y vale 0'0702.

5.8.11
De acuerdo con el Teorema de Neyman-Pearson, para contrastar Hy : p = 0’5
frente a Hy : p =1 el test 6ptimo tendrd como regién critica

RC = {f(z[p =1)/f(zlp = 0'5) > k}
es decir, cuando
/ /=
0 5{*(9_:) k
x 5 >

o equivalentemente

RC ={x > ¢}

Como bajo la hipétesis nula puede determinarse ¢ para que
P{X > cla=05,p=05} = P{x? >c} =005
el test éptimo de tamaiio 0’05 viene dado por

RC = {z > 3'842}.
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5.8.12
a) El test de la RV para contrastar Hy : a = ag frente a Hy : a # ag
viene dado por

RC = {\(z1,...,2p) < k}

con

max ae 1

Para calcular el méaximo del denominador, tomando logaritmos se obtiene

nlna—aZXi

e igualando a 0 la derivada ha de ser a = T~1, que al particularizar en la
segunda derivada y como

n

- <0
a“la=z"1

se sigue que

n,—agnx

ane =
0 —\n ,—n(a,T—1

/\(xlv' 7xn) = T Ne—n = (aox) € (o )

y de acuerdo con la Figura 5.8.4 se obtiene
RCZ{ESCl 6 TZCQ}

donde las constantes han de satisfacer

n
C_1 _ e—n(aocg—aocl)
2
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aix)

C C —
0 1 2 4

Figura 5.8.4. Representacion de la RV correspondiente a la parte a)
del Ejercicio 5.7.12.

b) El test de la RV para contrastar Hy : a > ag frente a Hy : a < ag
vendrd dado por

RC = {A(z1,...,xn) < k}

con

£ n,—NnT
max a"e " A —GonE
a>ag ape
)\(:cl,...,xn) = ~ mo—anZ — =——n.—n
max a''e X e
a
1 sio T > aq
= alle” 0T .
JEW S1 I 1 < ap

por lo que de acuerdo con la Figura 5.8.5, se obtiene

RC={z"1<¢}
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Figura 5.8.5. Representacion de la RV correspondiente a la parte b)
del Ejercicio 5.7.12.

5.8.13
Mediante el Teorema 5.58.1 (Neyman-Pearson) se debe calcular

P{$17$2|0 20,5} — 9142 g 2rlorte)
P{xla $2|9 = 0’25} 3

Como la distribucién de Y = X1 4+ X» es una Binomial(2,1) bajo Hy
la region critica del test es de la forma

RC ={z1+z2 >k}

sin embargo es imposible hacer con ningin k£ que el tamano del test sea
3/16. Para lograrlo habria que recurrir a tests aleatorizados, es decir a tests
que para alguin valor de k, en este caso k = 1, se requiera de un sorteo que
con probabilidad 1/3 rechace la hip6tesis nula y que con probabilidad 2/3
acepte la hipétesis nula. Obsérvese que para tal test

1
P{rechazar Hol0 = 025} = P{X1 + Xy > 1/6 = 025} + 5 P{X1 + X = 10 = 0'25)

1,16
16 316
3
16

No obstante no parece razonable el utilizar un contraste cuyo resultado
depende de una aleatorizacién independiente del valor de 6, en este caso se
emplearfa de regién critica {x1 + x2 > 1} que tiene de tamafo % v no %.

5.8.14
Para contrastar Hy : X ~ N(0,1) frente a H; : X ~ Cauchy(0,1), apli-
cando el Teorema 5.3.1 (Neyman-Pearson ), el test 6ptimo tiene de regién
critica

RC—{JJ L
T
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que puede ponerse alternativamente
RC = {a] |2l = c}
La constante se determina haciendo que 0'025 = P{RC|Hy} por lo que
c=1'96.

5.8.15
Se pretende contrastar Hyp : X ~ N(0,1) frente a H; : X ~ Gamma(1,1).
Mediante el Teorema 5.3.1 (Neyman-Pearson ), el test éptimo tiene la regién

critica
1 1
e >k e 3% }

V2r

RC’—{x

o bien
RC = {z|z > ¢ con ¢> 0}

Para obtener la constante ha de ser 0'01 = P{X > ¢|Hp} por lo que
c=233.
La funcién de potencia es

+oo
Bro(0) = P{X > 2/33|H,} = e Tdx = e 233 = 0/097.
2/33
5.8.16
a) Si se fijan 67 > 6y, el cociente

F(@1, ey 0]07) (91>“ 2 @i(61-60)
—_— = —_— er=
f(xl,...,$n|90) 90
n
es una funcién monétona decreciente en Y x;, luego aplicando la versién
i=1
adecuada del Teorema 5.4.1 (Karlin-Rubin), el test 6ptimo tiene de regién
critica

n
RC = {E z; < c}

i=1
Para determinar la constante se utiliza que
n

7

0/01 = P{ Z; S ClH()}

1
y por la reproductividad de la v.a. exponencial > | X; ~ Gamma(a =
0,p=mn) dedonde 20" | X; ~ x3, conloque c= %X%ng,a.

b) Para 61 y 6y con 01 > 6, el cociente

f(z1, ..y xn]61) <01>n621n$i(6160)

F(z1, -, 2nl00)  \Op
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n
tiene RVM en Y Inx;, luego mediante el Teorema 5.4.1 (Karlin-Rubin),
i=1
el test 6ptimo para contrastar Hy : 0 < 6y frente a Hy : 0 > 6y tiene de
regiom critica

RC = {ilnxi Zc}

i=1
Para determinar la constante se utiliza que la v.a. —In X ~ Gamma(a =
n
O,p = 1) luego — > InX; ~ Gamma(a = 6,p = n) y por lo tanto
i=1

n
—20Y InX; ~ x3, conloque c= —ﬁx%mka.
i=1

5.8.17
a) Se pretende contrastar Hg : p = 30 cm frente a Hy : g # 30 cm
para una poblacién N(u,0) con o desconocida. Mediante el método de la
RV (véase la Tabla 5.2.2.1) ha de ser la regién critica del test

_ S
RC = {x — ol = %tnl;%}

50
a partir de los datos S? = % 2(% —7T)2 = 11'7347, ta9.0005 = 2'6804 con

=1
lo que la regién critica es RC = {|T — 30| > 1’3117}. Como |29 — 30| = 1
no pertenece a la RC' se acepta la hipdtesis nula.
b) Se trata de contrastar Hy : p; — g = 0 frente a Hy @ g — pig # 0.
Como en este caso las dos varianzas son desconocidas se contrasta primero
si ambas son iguales. Para contrastar Hy : 01 = o2 frente a Hy : 01 # 039,
la regién critica es (véase la Tabla 5.2.2.4)

St
RC = S_g > fm—l,n—l;%
ya que S7 > S3,11/7347 > 8/2278. C6mo es fi9.79,0025 = 1’6383 y S7/53 =
1’4262 no es mayor que 1’6383 se acepta la igualdad de varianzas.

Para contrastar ahora la igualdad de medias, la regién critica es (véase
la Tabla 5.2.2.3)

- 1 1
RC = {%’ ~ U 2 tnn-2:89p\ [ g}

con la cuasivarianza ponderada

o2 _ (m—1)S2 + (n —1)53 _99-11'7347 4+ 79 - 82278

=10"1783
p m+n—2 178
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de donde S, = 3'1903. Es t175,0/025 = 1’9738 el cuantil de orden 0’975 de
la distribucién Ti7g y \/% + % = 0'15. Por lo que la regién critica es

RC = {|z — 7| > 01473}

y como [T — 7| =7 se rechaza la hipétesis de igualdad de medias, luego el
proceso ha variado.

5.8.18
Si se denota por X; = 1 si la persona i-ésima de las obtenidas en la ciudad A
gana menos de 1,800 euros al mes y andlogamente Y; =1 respectivamente
de las obtenidas en la ciudad B, se pueden considerar sendas variables:

300
> X; ~ Binomial(m = 300,p1)
i=1

300
> Y, ~ Binomial(n = 200, p2)
i=1
Se pretende contrastar la hipotesis nula Hy : py = po = p frente a Hj :
p1 # pe. Una posibilidad para realizar este contraste es emplear que X ~

N (pl, 4/ W) Y ~N <p2, A/ w> y sustituir en las expresiones

de las desviaciones tipicas p;y por T y p2 por 7. El problema con este
procedimiento es que la normalidad es asintética por lo que conceptualmente
es mas correcto utilizar el método de la RV para contrastar Hy : p1 = p2
frente a Hj : p1 # p2, lo que lleva a la regién critica

) D@ty m+“*z @i=) Y

max p 1 T (1-p 1 1

RC = P _ — <k
in m—Z z; Zyj "_Z yj

max p;t (1—p1) T py' (L—pg) T
P1,p2

Es inmediato comprobar que

-~ _ o~ MmIt+ny
1=2Z, P2=Y, P= ——
m-+n

m n
Mediante la distribucién asintética de —21In A (Z Tiy yj> (véase el
=1 j=1

Teorema 5.2.3.2) se obtiene la convergencia a una distribucién x? por lo
que la region critica es

m n
RC = {—2111)\ (Z Tiy Y yj> > c}
i=1  j=1
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donde ¢ = Xia, si se sustituye p; = 0’31, po =026 y p = 029, se tiene
que la regién critica es

m n
RC = {—2111/\ (Z Zq, Z yj> > 3/842}
=1 j=1

m n
como —21In A\ (Z zi, », yj | = 14702 se acepta la hipétesis nula de que
£ ~

la proporcién de individuos que ganan menos de 1,800 euros al mes es la
misma en ambas ciudades.

5.8.19
Dadoun @ = (1, ...,%,) serechaza la hipétesis nula Hy cuando P{Hy|7'} <
P{H;|Z'}. Como es

2/3 e 2
2/3 e~ 2w 4 1/3 2m e=22 %
2/3 91 =22 7
2/3 e= 2T +1/3 20 e=22 %

P{o=1|7"} =

P{6=2|7} =

P{0 =1|7'} < P{0 = 2|7’} es equivalente a
2/3 e < 1/3 2" 72T,

Aunque mediante el método bayesiano se debe actuar condicionalmente
_ . . .,
a la muestra x observada, se mantiene la misma notaciéon que en el caso
cldsico y se rechazard para todos aquellos puntos que cumplan

RC = {? _lln2}.
5.8.20

Se trata de constratar Hp : 6 < 100 frente a Hy : @ > 100. Para el calculo
de la distribucién final, se sabe que si la poblacién se distribuye N(0,0) vy
la distribucién inicial sobre 6 es N (g, 00), con pg, oy op conocidas, la
distribucién final es N(p,01) con

n
T <

5+
py = 2
L=

L+

99
o1 =

(véase el Ejemplo 3.2.3.3).
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Por lo tanto 7(0|115) es N(110'38,8'32) en este cason =1 7T = 115,
de manera que la probabilidad final sobre la hipdtesis nula es

P{Hy|x =115} = P{6 < 100|z = 115}
= P{Z < —1'248}
= 0106
por lo que se rechaza la hipétesis nula.
Mediante el test cldsico, si no se utiliza la informacién de que en el
colectivo 6 ~ N (100, 15), utilizando el test de la RV, para contrastar Hy :

6 <100 frente a Hy : 6 > 100, se tiene (véase la Tabla 5.2.2.1) que la regién
critica es

o
=T > 100 + —=2,
RC {x_ OO—I—\/EZ}

como se desea el p-valor correspondiente a x = 115

p —wvalor(115) = sup P{X > 115|6}
<100

de donde

p —valor(115) = P{X > 115|100}
_plz> 115 — 100
10
=P{Z > 15}
=007
luego si el tamano del test cldsico es menor que 0’07 se aceptaria la hipétesis

nula de que el estudiante tiene un coeficiente de inteligencia menor o igual
que 100.

5.8.21
a)
+oo
P{—oo <8 < o0} = P{0=0}+(1— P[0 — 0})/ (6)d6
=05+05=1.
b) La probabilidad final de Hy : 0 =0 es
_ _ P{0=0}£(Z|0)
P{0 =021, 20} = Frp=orrT0) ProL0) Too OV I (= 10)d0
0’5 f(Z|0)

0'5f(Z|0)+0'5 [T2° 7(0) £ (Z]0)dd

1

-1
1 1 2 T
— 1 +o0 7§|:(T7+02/7L>0 7202/n9:|
= (1 t e Jw € N df
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Esta integral se calcula obervando que es de la misma forma que la
integral de la Expresién (3.2.3.2) en el Ejemplo 3.2.3.3, con

B nT 1+n -1
\ o2 T3 o2

Asi se obtiene que
-1
P{0 =0|zy,...,xn} =

1+<1+£T2)71/26X L(nz 2 i—l-ﬂ B
02’0 A T2 o2

¢) Sin informacién inicial el test cldsico mediante la RV para con-
trastar Hp: 0 =0 frente a H; : § # 0 viene dado por

RC = {|X| > k}
(véase la Tabla 5.2.2.1), luego el p-valor(Z) es

pvalor(F) = P{X| > [zl | 0}
= 2(1 - (Ve

con @ la funcién de distribucién de la v.a. N(0,1).

d) Al particularizar 0% = T% =1 yn =10 en las expresiones de la

probabilidad final y del p-valor, se obtiene
P{0 = 0lz1,...,z10} = [1+ (1 +n) 2 exp(107)*(1 + n) ] "

lo que lleva a la Tabla 5.8.1, en la que se observa que la probabilidad final
es siempre mayor que el p-valor, siendo esta diferencia bastante alta para
valores moderados de 7.

T 0 0’1 0’4 0’6 1 2
p-valor(T) 1 0’7518 | 0’2059 | 0’0578 | 0’0016 | O
PO =0[7) | 07683 | 07602 | 06158 | 0’3924 | 0°034 | 0

Tabla 5.8.1. Valores del p-valor y la probabilidad final correspondiente
al Ejercicio 5.7.21.






Capitulo 6

TEORIA DE LA DECISION

6.1. INTRODUCCION

La estimacién por punto, la estimacién por intervalo y el contraste de
hipétesis pueden considerarse como casos particulares de una teorfa méds
general, la Teorfa de la Decisién. En esta teorfa se vuelven a estudiar los
problemas de inferencia, en los que todos los elementos que estdn incluidos
en el proceso de inferencia son formalmente definidos, y ademds se intro-
ducen y se desarrollan también los criterios de optimalidad deseables que
deben cumplir los procedimientos que se utilizan y que incluyen, como casos
particulares, a los que ya se han estudiado.

Desde este punto de vista, en la Teoria de la Decisién se obtienen conclu-
siones similares a las obtenidas en los capitulos anteriores pero, en algunas
situaciones, se obtendran, nuevas interpretaciones de los procedimientos ya
vistos.

En la formulacién de un modelo de decisién intervienen, los datos, des-
critos por un vector aleatorio X = T que recorre el espacio muestral X,
el modelo, formado por todas las distribuciones de probabilidad sobre X y
caracterizadas por un pardmetro 6 que recorre el espacio paramétrico ©,
las acciones a que son los elementos entre los que se puede escoger y que
recorren un conjunto A y finalmente la funcién de pérdida L(6,a) en que se
incurre cuando el pardmetro es 6 y se elige la accién a, con L(6,a) € R.

Ya que el valor muestral = debe dar alguna informacién sobre el para-
metro 0, se introducen las reglas de decisién d(@) como las aplicaciones del
espacio muestral en el conjunto de acciones, D = {d: X — A}.

Ejemplo 6.1.1

Una fabrica produce durante un periodo de tiempo N elementos, n de los
cuales son muestreados aleatoriamente para determinar si son correctos o
defectuosos, se pretende determinar 6 la proporcién de defectuosos que pro-
duce la fabrica. El lote de N elementos es vendido por un precio total de C
unidades monetarias, con la garantia de que si la proporcién de elementos

271
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defectuosos excede a 6y, la fabrica pagard al comprador una cantidad de G
unidades monetarias por los inconvenientes causados. Para la coleccién de
N elementos, el fabricante tiene dos acciones posibles: vender el lote con lo
que recibe C' unidades monetarias, o rectificarlo lo que tiene un coste de R
unidades.

En este ejemplo X = {0,1,...,n} es el nimero de elementos defectuosos
observados y el modelo viene dado por la distribucién Binomial(n, 6)

P{z|0} = (Z) 05 (1—6)"" con zEX

donde © = [0,1]. El conjunto de acciones posibles es A = {a1, a2} sien-
do a; vender el lote y ag rectificarlo. La funcién de pérdida, en unidades
monetarias, viene dada por la Tabla 6.1

L(0,a) | a as
0 <6y -C R
0>0) | G-C R
Tabla 6.1. Funcion de pérdidas correspondiente al Fjemplo 6.1.1.

donde en el caso de tomar la accién a; cuando 6 < 6y se produce una
ganancia positiva de C' u.m. por lo que se ha expresado el beneficio como
una pérdida negativa.

Las reglas de decisién d son el conjunto D de aplicaciones del conjunto
{0,1,...,n} en {a1,az2}, y pueden ser expresadas formalmente como una
coleccién de n+ 1 elementos en la que cada uno de los elementos es a1 0 as,
donde se interpreta el valor i-ésimo de la coleccién como la accién a tomar
cuando se observan x éxitos. Sin embargo parece natural considerar sélo las
reglas de decisién que se aplican sobre a; cuando el nimero de elementos
defectuosos queda menor o igual que x y sobre as cuando dicho nimero es
estrictamente mayor que z.
|

La Teoria de la Decisién es una teoria matemaética para la toma de de-
cisiones cuando existe incertidumbre. Asf en su acepcién més general, en la
Teorfa de la Decisién se estudian formas de determinar la funcién de pérdida,
mds bien su opuesta que es la funcién de utilidad, y de determinar buenas
reglas de decisién. No obstante, este Capitulo, por ser una introduccion, se
va a restringir sélo al estudio de la Teorfa de la Decisién Estadistica, viendo
como se pueden plantear en este contexto los problemas de estimacién por
punto, por regiones de confianza y los contrastes de hipétesis y estudian-
do los conceptos de buenas reglas de decisién, que quedan recogidos en los
conceptos de reglas minimax y reglas Bayes. Un ejemplo de aplicacién a un
contexto distinto puede verse en Gémez Villegas (1979).

La calidad de una regla de decisién se cuantifica mediante la funcidn de
riesgo que es la esperanza de la funcién de pérdida respecto a la distribucién
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(6.1.1) R(6,d) = E[L(0,d(X))]

Lo deseable es escoger una regla de decisién, cuya funcién de riesgo
sea pequena para todo valor de 6, en general esto no es posible y ocurre
frecuentemente que para dos reglas de decisién d; y dy se tiene que

R(@l, dl) < R(Gl, d2)

pero
R(925 dl) > R(GZa d2)

con lo que d; es mejor que dy cuando el valor del pardmetro es 01, pero ds es
mejor que d; cuando el valor del pardmetro es 62, con lo que no es posible
escoger entre ambas.

Las dos maneras usuales de resolver esta dificultad son mediante la regla
minimax y la regla Bayes. Una regla de decisién d se dice minimaz si se
cumple
(6.1.2) min maxR(4,d) = maxR(0,d")

deD 0O 0cO
es decir la regla d* es minimax si con ella la méxima pérdida en que se puede
incurrir es lo més pequena posible.

Debe tenerse en cuenta que estas expresiones no son estrictamente co-
rrectas ya que el minimo y el méximo, en general, pueden no ser alcanzables
sin restringir D y ©. De todas maneras se dejardn estas cuestiones para un
tratamiento méas avanzado de la Teorfa de la Decision.

El otro procedimiento, consiste en introducir, cuando esto sea posible,
una distribucién inicial mediante 7(6) y calcular el riesgo Bayes correspon-
diente a dicha distribucién inicial, que viene definido mediante

(6.1.3) B(r,d) = E[R(0,d)]

donde la esperanza estd calculada respecto a la distribucién dada por 7. Si
existe la regla d” que minimice el riesgo Bayes, a tal regla se la denomina
regla Bayes.

El procedimiento seguido para llegar a la regla minimax es demasiado
conservador en el sentido de que asocia a cada regla de decisién lo peor
que puede ocurrir al variar el valor del pardmetro 6, es decir es como si el
pardmetro actuara en contra del que toma la decisién. En la regla de decisién
Bayes se actua en promedio respecto a 6 mediante la distribucién dada por
7, lo que parece un método més adecuado de tratar la funcién de riesgo.

También es cierto que desde una descripcién matemdticamente mas ri-
gurosa, se deben hacer hipétesis para que exista el riesgo Bayes en (6.1.3) y
sea alcanzable. En particular, también se deben considerar en Dsélo aquellas
funciones de X en A para las que la esperanza (6.1.1) exista.
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6.2. METODOS DE INFERENCIA EN LA TEORIA
DE LA DECISION

En lo que sigue se aplican las ideas introducidas de la Teorfa de la De-
cisién a los problemas ya estudiado de la inferencia estadistica, es decir al
contexto de la estimacién por punto, por intervalo y al contraste de hipétesis.

6.2.1. Estimacién por punto

Un problema de estimacién por punto puede considerarse como un pro-
blema de la Teoria de la Decisién en que el espacio de acciones A coincide con
el espacio paramétrico ©. Las reglas de decisién de D son las aplicaciones del
espacio muestral X en © por lo que una regla de decisién d(z) es realmente
un estimador 5(:5) tal y como ha sido considerado en el Capitulo 3. Si ahora
se considera como funcién de pérdida la cuadratica, L(6, d(z)) = (0 —d(x))?,
se tiene que de acuerdo con (6.1.1) la funcién de riesgo viene dada por

R(9,d) = B[(6 — d(X))?] = B[(d(X) — E[d(X)] + E[d(X)] — 0)*]
= Vary[d] + (Sesgopd)?
= Varg[d] + b3[d]
= ECM4(0)

con lo que la funcién de riesgo para la regla de decision d coincide con el error
cuadratico medio del estimador §(z) = d(z) (véase la Seccién 3.3.1). De esta
manera, con pérdida cuadratica un buen estimador serd el que minimice la
varianza y el sesgo simultaneamente, con lo que el criterio de encontrar esti-
madores que minimicen el EC'M toma un significado preciso en el contexto
de la Teoria de la Decisién al utilizar la funcién de pérdida cuadréitica.

6.2.2. Estimacién por regiones de confianza

Un problema de estimacion por regiones de confianza, puede considerarse
como un problema de decisién en el que el espacio de acciones A, son todos
los subconjuntos del espacio paramétrico. Las reglas de decisién D son las
aplicaciones del espacio muestral X en partes de ©, por lo que una regla
de decisién d(7') es realmente una regién de confianza S(7) C ©. Si se
considera como funcién de pérdida

vy 1 st S(T)F0
(6.2.2.1) L(9,S(x)) =1 15(7)(0) = { 0 si S(T) 50
es decir, se pierde 1 si la regién no contiene a 6 y no se pierde nada si la
regién contiene a 0, se sigue, que la funcién de riesgo es, de acuerdo con
(6.1.1),

R(0,d) = E[L(0, S(X))] = P{S(X) # 0|0}.
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En este caso, la funcién de riesgo coincide con la probabilidad de que la
regién de confianza no cubra el valor del pardmetro. Por lo tanto una buena
regla de decisién, desde el punto de vista de la Teorfa de la Decisién, serd
aquella que haga minima la probabilidad citada. Asi se obtiene la regién
UM A (uniformemente méds ajustada) introducida en la Seccién 5.5. Un re-
sultado sorprendente es que no aparecen en general las regiones de confianza
de nivel 1 — «, sino que se obtiene directamente la probabilidad de recubrir
valores erréneos del pardametro. Para el modelo normal, en cierto sentido si
puede lograrse (véase el Ejercicio 6.7.11).

En el caso en que # = R o un subconjunto propio y las acciones sean
los intervalos de ©, parece natural emplear como funcién de pérdida

(6.2.2.2) L(6,S) = a longitud(S) — Is(#)

donde a es una constante positiva que recoge el peso relativo que se quiera
dar al hecho de que el intervalo tenga una amplitud pequena respecto a que
debe tener probabilidad alta de recubrir valores correctos del parametro. En
este caso la funcién de riesgo viene dada por

R(0,S) = a Egllongitud(S(X)] — P{S(X) > 0|0}

La poca utilizacién, no obstante, de la funcién de pérdida dada en
(6.2.2.2) es debida a los problemas de cuantificacién de la constante a.

6.2.3. Tests de hipdtesis

Los tests de hipdtesis se pueden considerar como un problema de de-
cisién, en el que el espacio paramétrico queda dividido en dos conjuntos O
y ©1, el conjunto de acciones es A = {ag,a1} donde ag es la accién de
aceptar la hipétesis nula de que 0 € Oy y a; es la accién de rechazar la
hipdtesis nula; y en el que la funcién de pérdida viene dada por la Tabla
6.2.1, para dos valores

| an ail
0 € O 0 cr
00O | cpr 0
Tabla 6.2.1. Funcidn de pérdida de un test de hipdtesis.

cr vy crr convenientes. Una regla de decisién viene caracterizada por el con-
junto de puntos de X para los que se toma la accién aj, es decir para los
que se rechaza la hipétesis nula. La funcién de riesgo viene dada por

R(O,d) = e/ P{(d(T) = a1]8} si 6e O
R(@,d) = C[]P{(d(?) = a0|0} si 006
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que puede ponerse como

R(0,d) = cyP{error de tipo I|#} si 6 € Oy
R(6,d) = c¢iy P{error de tipo 1|0} si 6 € Oy

Por lo tanto en el caso en que ¢y = c¢j; = 1, elegir la regla de decisién que
minimice la funcién de riesgo supone minimizar también las probabilidades
de cometer error de tipo I y error de tipo II, cuando se usa la funcién de
pérdida recogida en la Tabla 6.2.1.

Alternativamente, la funcién de riesgo se puede poner en funcién de la
potencia del test, de acuerdo con la Definicién 5.1.3, como

R(0,

d)=ci8(0) si 0€06
R(0,d) = cr1fB

) @) si feo.

6.3. OBTENCION DE REGLAS BAYES Y DE
REGLAS MINIMAX

La obtencién de reglas Bayes frente a una distribucién inicial dada medi-
ante 7, pasa por el célculo de la distribucién final w(6|z). En general, facilita
la obtencién de la regla de decision que minimice el riesgo Bayes definido
por la Expresién (6.1.3), el trabajar a partir de la distribucién final y la
distribucién predictiva.

Teorema 6.3.1
Siparacada ¥ € X y a € A se denota por

r(a|T) = / L(0, ) (6] 7)d6
©
y para cada x € X existe una accién a* € A tal que
H(@'|) = intr(a|7)

entonces d™(7') = a* es la regla Bayes con respecto a 7.

Demostracién: de acuerdo con la definicién de riesgo Bayes, Expresion

(6.1.3)
B(r,d) = / R(0, d)x(6)d0
©

_ /@ { /X L0, d(7) f(Z|0)dT | x(0)do
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utilizando que
F(@10)m(0) = m(0] 7 )m()

e invirtiendo el orden de integracién
B(r,d) = / { / L(0, d(7))x (0] F)d0| m(F)dT
x LJe
_ / r(a| )m(F)dT
X

Por las hipétesis del teorema, el infimo para cada x se alcanza en a*,
luego el infimo en B(,d) se obtiene en d™(7') = a* ya que m(Z’) es no
negativa. Con lo que d™(Z) = a* es la regla Bayes.
|

El teorema permite, para cada @ fijo, obtener el infimo del riesgo Bayes
en lugar de en el espacio de funciones D en el espacio de acciones A, pro-
blema mucho mas sencillo.

Si la funcién de pérdida es la cuadrética r(a|z) coincide con la pérdida
final esperada que se introdujo en la Seccién 3.3.2, con lo que otra vez el
modelo de la Teorfa de la Decisién engloba al modelo de estimacién.

Como consecuencia, para funcién de pérdida cuadrética la regla Bayes es
d™(7) = E[f|Z]. Si la funcién de pérdida es la diferencia en valor absoluto,
la regla Bayes es la mediana de la distribucién final 7(8|x).

El Teorema 6.3.1 también se aplica al contraste de hipétesis, asf en el
Capitulo 5 se introdujeron los contrastes bayesianos en funcién del célculo
de las probabilidades finales de la hipétesis nula y de la alternativa. A la luz
de la Teorfa de la Decisién se puede enunciar el siguiente resultado.

Corolario 6.3.1

En un problema de decisién de contraste de hipétesis, donde la funcién de
pérdida es la recogida en la Tabla 6.2.1, la regla Bayes frente a la distribucién
inicial 7(0) es

= ap si P{®0|?} > C[]/(C] +C[I)
( ) () { ar si P{O©o|7'} < crr/(er +crr)

Demostracién: aplicando el Teorema 6.3.1
r(ao|Z) = ¢ P{O1]7}
r(a1|7) = e1P{8o| 7'}

la regla Bayes es por tanto la recogida en la Expresién (6.3.1).
[ |

Ejemplo 6.3.1
Con m.a.s. de tamafo n de una poblacién N(6,0), para contrastar Hy :
0 < 0y frente a Hy : 0 > 0, la regla Bayes frente a la distribucién inicial
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7(0) dada por una distribucién N(u, 7), con o, 1 y 7 conocidas, y cuando la
funcién de pérdida es la recogida en la Tabla 6.2.1, viene dada por

(6.3.2) d”(xl,...,xn)_{z(l) zi EZE:ZZ E Z;?/(:%gzz

conn = 0?/(nt?+0?)y z el cuantil de orden c;7/(c;+cyr) de la distribucion
N(0,1).

En efecto, como la distribucién final «(8|x1,...,2z,) es la distribucién
normal con

(véase el Ejemplo 3.2.3.2). Utilizando el Corolario 6.3.1 se tiene la forma de
la regla Bayes. Ademéds como

P{Oo|T} = P{0 < 00| 7}

:P{ZS Ho—nu;/%l—n)f}

con Z ~ N(0,1), segiin (6.3.1), la regla Bayes es d™(7') = ap cuando
b0 —np = (L =m)Z]/(T/0) = =

con z el cuantil de orden ¢r/(cr + ¢rr) de la distribucién N (0, 1).
En funcién de la muestra, la regla Bayes rechaza la hipétesis nula si

. 0o — np — zaT/M

(6.3.3) > =

El punto critico, por encima del cudl se rechaza y por debajo se acepta,
depende de las suposiciones iniciales y del valor «, que aqui es funcién de
las constantes ¢y v c¢rr , que determinan la funcién de pérdida. En el caso
particular en que c; = c¢;7 y p =6 se tiene que la Expresion (6.3.3) toma
la forma T > 6y, pues a = 05y z, = 0.

|

La obtencién en casos generales de reglas de decisién minimax, es un
problema bastante dificil, ya que, hay que calcular un méximo de un mi-
nimo de una funcién de dos variables, no obstante se pueden encontrar, en
determinados contextos, condiciones suficientes que aseguren que una regla
es minimax.

Teorema 6.3.2

Si una regla de decisién d™ es Bayes respecto a la distribucién inicial dada
por 7(0) y tiene riesgo constante como funcién de 6 (es una regla igualiza-
dora), entonces es una regla minimax.
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Demostracién: si d™ no fuera minimax, existiria una regla d’ € D tal
que

supR(6,d) < supR(0,d™).
0cO 0co

El riesgo Bayes frente a 7 correspondiente a d’ cumple

B(r,d) < /@ supR(0. )v(6)d0

< / supR(0, &*)(6)d

por ser d™ igualizadora. Esta iltima expresién coincide con
/ R0, d™)x(0)d6 = B(r, d")
0

lo que contradice el que d™ es Bayes frente a .
|

Ejemplo 6.3.2

En una poblacién de Benoulli(f) con m.a.s. de tamano n y funcién de
pérdida

(0 —a)?

L(H, CL) = m

la regla de decisién X es igualizadora, ya que

R(@,Y)—E[(79)2] V[X] o? 0(1 — 0)

1
01—0)] 0(1—60) no(1—0) no(1-0) n

Ademds X es Bayes frente a 7() = U(0,1) ya que la distribucién final
viene dada por

n n
7(0|7') ~ Beta <; xi+1,n— lexl + 1)

y por tanto minimizar en a la expresién

— | O )
B<in+1,n—2xi+l> o 0(1—9)
1 1

es equivalente a minimizar en a

1 3 z;—1 n— 3 z;—1
/ = a)2921: (1-6) ; do
0



280 INFERENCIA ESTADISTICA

expresion, que, a menos de una constante independiente de 0, es la desviacion

n n
cuadrética a una constante, a, de una variable § ~ Beta <Z Tiyn — xi>,
1 1

n n n

que se hace minima cuando es a = > x; <E Ti+n— sz> =7, la
1 1 1

media de las observaciones.

6.4. REGLAS ADMISIBLES Y CLASES COM-
PLETAS

En un problema de decisién, la clase de las reglas de decisién D a utilizar
es demasiado amplia como para ser manejable. Lo que se hace es restringir
la clase D a una clase mds pequena, en la esperanza de que sea més facil
elegir en ella una regla 6ptima.

En esta seccién se introduce el concepto de admisibilidad, en la linea de
poder desechar algunas reglas de decision, y el concepto de clase completa
de reglas de decisién, para asegurarse de que no se han desechado demasiadas
reglas.

Definicién 6.4.1 (regla de decisién admisible)
Una regla de decisién d € D se dice admisible si no existe otra regla de
decisién d’ de D tal que

R(0,d") < R(A,d) para todo 0 € ©
R(¢',d) < R(¢,d) para al menos un 0’ € ©.

La idea intuitiva es que las reglas admisibles no son mejoradas de manera
estricta, para algin valor del pardmetro, por ninguna otra regla respecto a
la funcién de riesgo.

[ |

Como ya se ha dicho en la introduccién a este Capitulo, ocurre con fre-
cuencia que para determinados valores del pardametro, la funcién de riesgo
correspondiente a d’ es menor o igual que la funcién de riesgo correspondi-
ente a d, mientras que para otros valores el comportamiento se invierte.

Definicién 6.4.2 (clase completa)
Una subclase C' de reglas de decision de D se dice completa si para cualquier
regla de decision d' ¢ C existe una regla d € C tal que

R(0,d) < R(0,d") para todo 6 € ©
R(¢',d) < R(#',d’) para al menos un ¢’ € ©.

El siguiente enunciado recoge la relacién entre reglas de decisién admi-
sibles y clases completas de reglas de decisién.
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Teorema 6.4.1
Si C' es una clase completa de reglas de decisién, entonces C' contiene a las
reglas de decisién admisibles.

Demostracidn: Si d es una regla de decisién admisible y d ¢ C por ser
C clase completa, existird d' € C con R(0,d') < R(#,d) para todo 6 con
algtin valor @' para el que la desigualdad seré estricta, con lo que d no serfa
regla admisible.

El resultado siguiente establece condiciones bajo las cuales las reglas
Bayes son admisibles, sin afinar demasiado puede decirse que las reglas
Bayes son admisibles. Como por el Teorema 6.4.1 las reglas admisibles estan
contenidas en cualquier clase completa, resulta que las reglas Bayes estdn
contenidas usualmente en cualquier clase completa, seria deseable que las re-
glas Bayes formaran clase completa, entre otros motivos porque de acuerdo
con el Teorema 6.3.1 se dispone de un procedimiento constructivo relati-
vamente sencillo para la obtencién de tales reglas. De todas formas lo que
falta por anadir al conjunto de reglas Bayes para obtener una clase completa
son determinados limites de reglas Bayes. Resultados en esta linea pueden
consultarse en Berger (1985) Capitulo 8.

Teorema 6.4.2

Se considera un problema de decisién en el que © C R vy, para cualquier
regla de decisién, la funcién de riesgo, como funcién de 6, es continua. Si
d™ es una regla Bayes frente a la distribucién inicial de densidad 7(6) y
para todo € > 0 el intervalo (6 — €, 6+ ¢) tiene probabilidad positiva bajo 7,
entonces d" es admisible.

Demostracién: Si d™ no fuera admisible existirfa una regla d tal que
R(0,d) < R(#,d™) para todo §# € © y R(#,d) < R(#',d™) para al menos
un #'. Por la hipétesis de continuidad del enunciado y como la diferencia de

funciones continuas es a su vez una funcién continua, se sigue que para la
funcién R(0,d™) — R(0, d) si se denota por v = R(¢',d™) — R(#',d) > 0; dado

L existird e > 0 tal que si [# — 0’| <e entonces

|R(0,d™) — R(0,d) — (R(0',d™) — R(¢/,d))| <

VTN

Luego si [0 — 0| < e se tiene que

(6.4.1)
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Integrando respecto a w(#) se obtiene

B(n,d") — B(r,d) = /|ee/|< (R(0,d™) — R(0,d))r(0)do+

[ (®o.am) - Ro.a)x(6)ds
|0—06'|>¢
el segundo sumando es no negativo, por ser d™ no admisible, luego

B(r,d") — B(r,d) > /9 o (BO0) ~ RO )r(0)a0

y por (6.4.1)si |0 —0'| <e

B(r,d™) — B(m,d) > & / (0)d6
2 Jjo-0'|<e
expresion, que es estrictamente positiva por hipétesis; luego se llega a con-
tradiccién con el hecho de que d™ era regla Bayes respecto a 7. De aqui que
d™ ha de ser admisible.

El mismo resultado se puede enunciar cuando © es discreto, en ese caso
la regla de decisién debe ser Bayes con respecto a una distribucién inicial,
cuya funcién de masa 7(6) verifique 7(6) > 0 para todo 6 € ©.

A la distribucién de probabilidad dada por m con esta caracteristica,
se dice que verifica la regla de Cromuwell, esto es da probabilidad positiva a
todo valor del pardmetro, si éste es discreto, o a todo entorno de cualquier
valor del pardmetro, si éste es continuo.

La continuidad de la funcién R(#,d) como funcién de 0, depende de la
continuidad de la funcién de pérdida L(6,a) y de la continuidad en 6 de
la funcién f(x|6); condiciones precisas, pueden verse en Ferguson (1967) y
Berger (1985). También puede estudiarse la relacién entre reglas minimax y
admisibilidad, como ejemplo se recoge el siguiente enunciado.

Teorema 6.4.3

Sid*es una regla minimax y es dnica en el sentido de que si d es otra regla
minimax es R(#,d*) = R(A,d) para todo § € ©, entonces d* es una regla
de decisién admisible.

Demostracién: Si d* no fuera admisible existirfa una regla d’ tal que
R(6,d) < R(#,d*) para todo 0
R(0',d') < R(¢',d*) para algtin ¢

por lo tanto
supR(6,d") < supR(0,d*)
0 0
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si esta desigualdad fuera estricta, la regla d no serfa minimax luego ha de
cumplirse que
supR(0,d') = supR(6,d").
0 0

Pero entonces la regla d’ también serfa regla minimax y como existe al
menos un valor de ' tal que R(¢',d") < R(#,d”) la regla minimax no serfa
tnica en el sentido establecido en el enunciado; luego la regla d* tiene que
ser admisible.

De todas formas el resultado no es de amplia aplicacién, ya que suele ser
dificil comprobar cuando se satisfacen las hipétesis del teorema.

6.5. PARADOJA DE STEIN

En esta secciéon se demuestra, que en el caso normal, para m.a.s. de
tamafio n y funcién de pérdida cuadratica, el estimador X es admisible. Se
prueba que en el caso en que se estimen varias medias de manera simultédnea,
con funcién de pérdida cuadratica, el estimador X es inadmisible.

En el Capitulo 3, se obtuvo que X es el ECMV para 6 cuando la
poblacién es N(0,0) con o conocida. Ademds es el EMV y el estimador
de minimos cuadrados. Cuando se utiliza funcién de pérdida cuadratica no
es estimador Bayes, pero es limite de reglas Bayes cuando la distribucién
inicial es N(u,7) y 7 tiende a +oo.

Ademsds X es una regla minimax, ya que si se toma como distribucién
inicial m,(0) la distribuciéon N(0,7,) la regla Bayes d™ es la media de la
distribucién final que tiende a X cuando 7, — 400, como se tiene que
B(mp,d™) — "—Z cuando 7, — +00 y R(0,T,) = "—: entonces T es minimax
(véase el Ejercicio 6.7.19, con p = "—:)

Tiene sentido preguntarse si, para Xi,..., X;, m.a.s. de una poblacién
N(6,0) con o conocida y L(6,d) = (0 — d)?, es X admisible. La técnica de
demostracién que se va a seguir es general y se conoce como el método de
Blyth pues fué introducida por este autor en 1951. La respuesta es afirmativa
y su demostracién se hace por reduccién al absurdo de la siguiente manera.

Si X no fuera admisible exitirfa una regla de decisién d(X7, ..., X;,) con

R(0,d) < R(A,X) para todo @
R(#,d) < R(#",X) para al menos un valor 6

Por ser la funcién de densidad de la distribucién N (6, 0) y la funcién de
pérdida cuadréatica, funciones continuas en 6, la diferencia R(6, X) — R(6, d)
es una funcién continua en #; por lo tanto dada la constante estrictamente
positiva g, con

R(0,X) — R(¢,d) = v
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existird ¢ positivo tal que si |0 — 6’| < e, entonces

|R(0,X) — R(0,d) — (R(0/, X) — R(¢/,d))| <

v
_— 2 .
De manera que para todo 6 en el intervalo (6 —€,0" + €) se tiene que

(6.5.1) R(,X) - R@,d) 2 1;:(9’,7) “RO,d) - ¥

2

si se emplea como distribucién inicial para 6 la distribucién N(0,7), con
7 > 0 conocida se sigue, integrando en los dos miembros de la Expresiéon
(6.5.1) respecto a esta densidad, que

B(r,X) - B(r,d) = / (R(6,X) — R(6, d))r(6)do

|0—0"|>¢

0'+e

+ / (R(0,X) — R(0,d))r(6)dd
0'—¢
v [0t 1

1 2
> —19
2 Jy

e 227 df

e 2T

de donde se obtiene la acotacién

v/2 [0te o

\/% e 2r2 d9
™ JO —¢

Si, por otro lado, d™ es la regla Bayes respecto a la distribucién N(0, 1),
se tiene que

(6.5.2) 7(B(m,X) — B(n,d)) >

0> 7(B(m,d") — B(m,d)) = 7(B(r,d") — B(n, X))+

(6.5.3) +7(B(m, X) — B(r,d))

pero se comprueba que

— — o2 o2
B(n,X) = ExExy(X —0)? = E, [7] -2

n

(6.5.4) = .
B(m,d") = Epyz) gz (d"(T) — 0)> = B\ [V 7]

y como, de acuerdo con el Ejemplo 3.2.3.2, 1a distribucién de |7 es N((1—
1

n)T, 11 ) conn= T:Ln, sustituyendo en la expresién (6.5.4) resulta
= o

e
1 1
B(r,d")=F =z = = 7.
“”<%+%> =t
Volviendo a la Expresién (6.5.3)
02

— €

0 >7(r2n— )+ L2 [ a7 dh
(6.5.5) 2 Var

|9

L V)2 0'+e 7125(10

_271_ 0 —c € 27

_|_

=

‘lw|,_‘
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si se toman limites cuando 7 — o0, el primer sumando tiende a 0 y el
integrando del segundo sumando tiende a 1, de donde se sigue que el segundo
miembro de la Expresién (6.5.5) tiende a \/Lz_ﬂs un nimero estrictamente

positivo, con lo que se llega a una contradiccién. Por lo tanto X ha de ser
admisible.

La admisibilidad de X en el caso normal es cierta también aunque o
sea desconocida.

Como se ha visto la media muestral tiene buenas propiedades en el caso
unidimensional. Se trata ahora de estimar de manera simultdnea el vector
de medias de varias poblaciones normales. Sean X; ~ N(6;,1) i=1,...p
v.ad. y se pretende estimar 0 = (01,...,6p) mediante una regla de de-
cisién E}(Xl, v Xp) = (di (X1, .., Xp), ..y dp(X1, ..., Xp)) cuando la funcién
de pérdida es

(0; — di(X))>.

M\s

(6.5.6) L(9,d(X)) =

=1

Se tiene que la regla de decisiéon d()_f) = (X1,..., X)) es minimax y es
inadmisible.

Una primera observacién es que podrla pensarse en la regla de decisién
d()_f) = (X1,...,X,) donde X; = Z Xij con X5 ~ N(6;,1) i=1,..,p

=
y j=1,...,n; en lugar del caso m&s snnple conn; =1 i=1,....p que

se ha enunciado. Con modificaciones obvias, el razonamiento que sigue es
también vélido en esa situacién y tinicamente se recoge con submuestras de
tamano 1 para simplificar los cdlculos.

En efecto d()—(z) = (X1,...,X}) es minimax. Para ello se va a utilizar
que si se toman como distribuciones iniciales una sucesién Wn(?) adecuada
y se tiene que B(m,,d™) — p, cuando n — +o00, entonces si una regla
d()—f) = (X1,...,Xp) cumple que R(#,d) = p para todo 6 = (61,...,0,)
entonces es una regla minimax (véase el Ejercicio 6.7.19).

Se tiene asf

R(?, d)=E [fj(ei - di()—f))Q]

(6.5.7) )
= fX fx i(21, ~--735p))2 gf(xi\ei)dﬂci

donde f(x;]0;) son las funciones de densidad correspondientes a las dis-

p

tribuciones N (6;,1). Ademads, si la distribucién inicial es 71'(?) = [ mi(6s),
1=1

con m;(#;) funciones de densidad todas con distribucién N (0, 7), el riesgo

=
de la regla d frente a la distribucién inicial # viene dado por

— 400 +o00 NN
(6.5.8) B(w,d):/ R(O, d)my(61)...m(0,)d0...do,

—00
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Dada la forma especial de las Expresiones (6.5.6) y (6.5.7) encontrar la
regla Bayes E)” frente a m se reduce a encontrar, para estimar cada 6;, con
pérdida cuadrética de la forma (6; — d;(x1, ..., zp))?, la regla Bayes frente a
m;. Esta regla es

di (X1,...,Xp) =d" (z;) = TQ—j_lXi i=1,..,p
v le corresponde el riesgo Bayes
. 72
B(m;,d] (X;)) = P i=1,....p

con lo que, mediante la Expresién (6.5.7) se obtiene que

(6.5.9) B(m,d™) = 3 r pT”

i:1T2+1 - T2+1.
Se tiene, entonces, que el riesgo Bayes correspondiente a d™ converge a p
- —
cuando 7 — +o00, pero como R( 6, X) = p se sigue, aplicando el Ejercicio
—
6.7.19, que la regla X es minimax.
Se va a demostrar ahora que, cuando p > 3, la regla de decisién

-2

(6.5.10) FX) =1 -22)x;,  i=1,..p

X2
=
N
rebaja la funcién de riesgo correspondiente a la regla minimax X . Esta regla
d® fué propuesta por James y Stein (1961).
Para la demostracién se necesita el siguiente resultado.

Lema 6.5.1 (Stein)
Para una v.a. X ~ N(6,0) si g es una funcién derivable con E|¢'(X)| <
400, entonces se tiene que

(6.5.11) Elg(X)(X - 0)] =E [¢(X)]..

Demostracion:

Elg(X)(X —-0)] = = /m(x—e)g(x)e%“—;?ﬁdx

210 J—co

integrando por partes con

u = g(x) du = ¢g'(z)
71(1*9)2 _ 1 ( 79)2
dv=(z—0)e 277 v = —0g%e 22%
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se sigue que

(6.5.12)
1 (z—0)2 +oo
Elg(X)(X - 6)] =k [—gma%i‘—f o+
+ 0% [T2g (x)e 7%% x]
R [ @) i b = PE((X)

La hipdtesis F|g' (X)| < 400 , es para asegurar que el primer sumando
en la Expresion (6.5.12) es nulo.
|

La demostracién de que la regla de decisién d*(Xy, ..., X;,) mejora a la
—
regla minimax X, pasa por el célculo directo de la funcién de riesgo

r 2
P p—2
R(0,0) = - B 0= (1 = =X
i=1 Z XJQ
[ =1
r 2
D _
— (e -x+ 2%,
=1 Z X]Z
I =1

que desarrollando el cuadrado puede escribirse como

p
i=1 ZX2
=1

2

+FE (5_2) X;
> X2
(6.5.13) =t

p
= S VIXilo] +2 3 B | (0 - X) $E X0 | +
1 =1 Zx2
j=1

2

<.
Il

L (=2) .
+3 E |2,
=1\ Yx?

j=1

El primer sumando de esta expresién es igual a p, para el segundo suman-
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do mediante el Lema de Stein se tiene que

P X, P o X,
(10—2)_21 E(; — Xi)—5— :—(p—Q)ZlE X -
1= 2 = [3 2
2 X; Z 2. X;
j=1 J=1
el segundo miembro, puede entonces simplificarse mediante
P P
) X7 —2X7? ) <Z X})
=1 j=1
-2y E | | =2 X F | 5 | -
1= X2 2 1= p 9
(2; J) <§:‘XJ>
7=1
X2
—2F —
L2
7=1
1 1
=—(p-2){rE | - —2E | 5
7=1 7=1
1
_ 2
> X7
j=1

Por tltimo, el tercer sumando de la Expresién (6.5.13) puede ponerse
como

P X2 P X2
pP-2YE|——|=0-2EY | ——
i=1 Lo, i=1 NN
2 Xj 2 X;
7=1 j=1
o bien como
1
2
(p—20°E | 5 X
> X
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Sustituyendo en la Expresién (6.5.13) estos tres sumandos, se sigue que

RO,d%) =p—2(p—2°E | -2— | + (p—2)°E | =*—
> x >
(6.5.14) = =

=p—(p—2)°2E ,,1 <p:R(0,)_())
> x2
=1

donde la ltima desigualdad solo es vilida sip > 3, pues parap =106 2, es

p
E(1/ ) X7?) = 4o0. Por lo tanto la regla X 1o es admisible.
j=1

P
No obstante para estimar valores de 6; positivos, si la expresiéon > X ]2
j=1
es préxima a cero el estimador de Stein, dado por la Expresién (6.5.10), tiene
un comportamiento poco intuitivo, es muy negativo. Esto puede arreglarse
introduciendo el estimador

+

(6.5.15) di (X1, ., Xp)= | 1—

X; con i=1..p

donde 7 = mdx{x,0}. Brown (1971) ha demostrado que usando el es-
timador (6.5.15) se rebaja el riesgo correspondiente al estimador de Stein,
Expresion (6.5.14), con lo que ni siquiera dicho estimador es admisible.

Como resumen se puede decir, con intuiciéon geométrica, que si al esti-
mador X se le encoge hacia el cero, que es lo que representa la Expresion
(6.5.10), se consigue un estimador con riesgo menor, en el caso normal, con
funcién de pérdida cuadrética y para dimensién mayor o igual que 3. Cuan-
do se utiliza el planteamiento de un problema de decisién para abordar un
problema con incertidumbre, es importante considerar lo que ocurre cuando
se modifican tanto la distribucién inicial cémo la funcién de pérdida. Al-
gunos aspectos de estos problemas pueden verse en Gémez Villegas (1977),
Gomez Villegas (1980) y Gémez Villegas (1983).

Como ya se ha dicho, el modelo de la Teoria de la Decisién puede apli-
carse a situaciones muy generales, lo que puede obligar a generalizar dis-
tribuciones de probabilidad a nuevas situaciones, pueden verse ejemplos en
Goémez y Gémez Villegas (1998) y Gémez, Gémez Villegas y Marin (1998).
La aplicacién a situaciones dependientes del tiempo puede verse en Gémez,
Gomez Villegas y Marin (2002).
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6.6. APROXIMACION HISTORICA

La Teorfa de la Decisién Estadistica nace con los trabajos de Wald entre
1939 y 1952. Abraham Wald nacié en 1902 en Cluj, Hungria, y murié en un
accidente de aviacién cuando iba a impartir unas conferencias a Travancore
India, en 1950. De origen judio, se trasladé a Viena en 1927, donde obtuvo su
doctorado en matematicas en 1931. Inicialmente trabajé en el campo de la
geometria y para aumentar sus ingresos fué tutor de un prominente banquero
y economista vienés. Este trabajo le llevé a interesarse por la econometria,
concretamente por las series temporales.

Cuando Austria fué ocupada por los nazis en 1738, Wald se trasladé
a Estados Unidos, incorporandose a la Corporacion Carnegie, y estudié
estadistica en la Universidad de Columbia con Harold Hotelling. En 1941 fué
contratado como profesor de esta universidad a la que pertenecié ya durante
toda su vida. Sus primeros articulos en estadistica fueron publicados en 1939.
En ellos senala que los problemas de estimacién y contraste de hipétesis
no son sino casos particulares de la Teorfa de Juegos, tal como ésta habia
sido desarrollada hasta el momento, principalmente por Von Neumann. La
diferencia estaba en que en la Teoria de Juegos los oponentes tenian intereses
encontrados, por lo que el criterio minimax era fundamental, mientras que en
la Teoria de la Decision el estadistico no parecia que debiera considerar como
antagonista a la naturaleza, y por ello otro tipo de criterios parecian méis
adecuados. Wald definié la funcién de pérdida, la funcién de riesgo, las reglas
minimax y demostré que una regla minimax tiene riesgo constante bajo
ciertas condiciones de regularidad. Introdujo las reglas Bayes y las reglas
de decisién admisibles, siendo paraddjico que las introdujo para deducir
teoremas de admisibilidad y para construir reglas minimax.

En 1950 recoge sus contribuciones a la Teorfa de la Decisién en un libro
titulado Las funciones de Decision Estadistica, de un alto nivel matemati-
co. También en este ano publica su otra gran contribucién estadistica, el
andlisis secuencial, obteniendo la distribucién para muestras grandes del
test secuencial y su propiedad de 6ptimo. Sus contribuciones no se agotan
con esto, ya que también consiguié resultados en inferencia no paramétrica,
procesos estocasticos y diseno de experimentos.

Wald era un excelente profesor, claro y preciso, y un maestro en obtener
demostraciones elementales de resultados complicados.

Tras el fallecimiento de Wald en 1950, sus ideas fueron continuadas por
Blackwell(1954), Raiffa(1968), DeGroot(1970), Lindley (1971), Savage(1972)
y Morgenstern (1974) que extienden la Teoria de la Decisién a practicamente
todos los campos del saber en los que se trabaje con incertidumbre. Una
perspectiva del desarrollo histérico de la Teoria de la Decisién puede verse
en Fishburn (1989).
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6.7. EJERCICIOS

6.7.1
En un problema de decisién, la funcién de pérdida y el resultado de la
experimentacién, vienen dados por las siguientes tablas:

L(9,a) | a1 as a3 p(xi]0;) | 1 X9
01 2 0 4 01 04 06
D) 1 4 0 05 05 0’5
05 |5 6 2 05 |03 07

Se pide:

a) Establézcanse el conjunto de reglas de decisién y digase cudntas hay.

b) Considérense las reglas de decisién {di,d2,d3} descritas en la si-
guiente tabla y evaliense sus riesgos

|di do ds
Ty (ar a2 a

Z2 | a2 az as

c) i Cudl es la regla minimax de las establecidas en la parte b)?

d) Suponiendo que la informacién sobre el pardmetro © = {61,602, 65}
viene dada por la distribucién uniforme discreta ;cudl es la regla Bayes de
las tres consideradas en la parte b)?

e) Si se observa x7 jcudl serd la regla Bayes entre todas las reglas de
decisién?

6.7.2
Una moneda tiene una probabilidad desconocida 6 de salir cara. Se tira una
vez y se observa el resultado. A continuacién se decide si jugar o no un
juego en el que se predice el resultado de la siguiente tirada de la moneda.
Si se predice correctamente se ganan 2 unidades monetarias y si se predice
incorrectamente se pierde 1 u.m., si no se juega no se pierde ni se gana nada.
Se pide:
a) Plantéese como un problema de decisién explicitando sus elementos.
b) ;Cudl es la regla minimaz?. ;jCudl es la regla Bayes frente a una
distribucién inicial uniforme sobre 67

6.7.3
Dada una observacién X = x se pretende saber si proviene de una distribu-
cién N(0,1) o de una N(2,1). Se supone que una de las dos distribuciones
es escogida inicialmente con probabilidad 1/2.
a) Bajo pérdida 0 — 1 ;Cual es la regla Bayes?
b) Si se observa el valor z = 0’5 ja qué distribucién asigna la regla Bayes
esta observacién?
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6.7.4
Cada vez que se recibe una alarma de la llegada de un tornado en una
cierta comunidad, se dispone de tres acciones posibles: a1, no movilizarse; as,
movilizarse parcialmente; ag, movilizacién total. La severidad del tornado,
es medida por un pardmetro 6, que de menor a mayor toma los valores 0, 0’5
y 1. La alerta especifica una prediccién de severidad que queda recogida por
una v.a. X con distribucién
P{X=00}=1-60 P{X=05]0} P{X=10}= g

Se sabe que en el drea ocupada por la comunidad, una severidad 0 ocurre
con probabilidad 0’5, una severidad de 0’5 ocurre con probabilidad 0’25 y
una severidad de 1 ocurre con probabilidad 025. ;Cuél es la accion Bayes
cuando la alerta especifica X = 0?7 Témese como funcién de pérdida

L(6,a) |a1 as as
0=0 o 1 2
=055 0 1
=1 0 5 0

6.7.5

Sea X ~ Binomial(n,#) con n conocido.

a) Si la distribucién inicial sobre 6 es Beta(y/n/2,y/n/2). ;Cudl es la
distribucién final para 87 Calcilese la regla de decisién d(z) = E[f|x].

b) Con funcién de pérdida cuadratica, jes d(z) una regla minimax?

c¢) Compdrese la funcién de riesgo correspondiente a d(z) = E[f|z] con
la funcién de riesgo de T'(z) = £ para n = 10,50 y 100. ;Qué conclusién se
extrae?

6.7.6

Un asesor de Bolsa recomienda comprar un paquete de acciones de una
compania porque éstas van a subir. Si el asesor tiene razén y se compra el
paquete se obtiene una ganacia de 1.000 unidades monetarias (u.m.) pero si
se equivoca y las acciones bajan se pierden 1.000 u.m. Una segunda opcién
es vender un paquete analogo, de manera que si el asesor acierta se pierden
1.000 u.m. y si el asesor se equivoca y las acciones bajan se gana, por haberlas
vendido, 1.000 u.m. Una tercera opcién es no hacer nada; con lo que ni se
pierde ni se gana. En base a la experiencia que se tiene sobre las opiniones del
asesor, se supone que tanto cuando las acciones suben como cuando bajan, él
asesora correctamente con probabilidad 2/3 . La probabilidad inicial de que
las acciones suban es 2/5 y de que bajen 3/5. Determinese la regla Bayes.

6.7.7
Demuéstrese que si existe regularidad suficiente, la regla Bayes para la fun-
cién de pérdida L(6,a) = ¢(6)(6 — a)? con ¢(f) tal que

0< /@ c(0)7(6]7)d6 < +o0
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viene dada por
B f@ Oc(0)m (0| )do
 Joc(0)m(0]F)do

' ()

6.7.8
Se supone que la distribucién inicial de un pardmetro 6 es uniforme en un
intervalo acotado (a,b). Pruébese que la distribucién final es proporcional a
la funcién de verosimilitud en dicho intervalo.

6.7.9
Se supone que la v.a. X tiene Distribucion Geométrica de pardmetro 6 con
0€(0,1)
P{X =20} =01—-60)"1 2=12 ..

y que la distribucién inicial para 6 es la Uniforme(0,1). Se pide:
a) {Cudl es la distribucién final para 67
b) {Cudl es la regla Bayes bajo pérdida cuadratica?
c¢) {Cudl es el EMV para 67

6.7.10
Laplace afirmaba que si en n observaciones de un experimento de Bernoulli(f)
el suceso éxito se habia observado las n veces, la probabilidad de que el suce-
so se presente en la observacién n+1 es (n+1)/(n+2). jPuede justificarse
este resultado?

6.7.11
Sea X ~ N(f,0) con o conocida. Para cada k > 0 se define la regién de
confianza para 6 dada por S(z) = [x — ko, z + ko] y se emplea la funcién
de pérdida
L(6,S) = a longitud(S) — Is(0)

siendo a una constante positiva.

a) Compruébese que existen pares de valores de k y a para los que el
estimador que minimiza el riesgo R(6,S) como funcién de k, es el intervalo
degenerado [z, z].

b) Compruébese que el estimador que minimiza el riesgo R(6,S) como
funcién de k es el intervalo de grado de confianza 1 — a.

6.7.12
Sea X ~ f(x|0) y supdngase que para estimar 6 se utiliza el conjunto de
reglas de decisiéon D = {S(z)|z € X} donde S(z) es un intervalo crefble de
probabilidad final 1 — a. Se emplea la funcién de pérdida

L(6,S) = a longitud(S) — Is(#)

con a una constante positiva.
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a) Si se denota la distribucién inicial por 7(6), pruébese que la regla
Bayes viene dada por

§7(x) = {Olm(0la) > k}

b) Si ademds se supone que X ~ N(#,0) con o conocida, compruébese
que existen elecciones de k y a tales que el intervalo de la forma [z —
ko,x + ko] para estimar # que minimiza en k el riesgo final se convierte
en el intervalo degenerado [z,z] = {z}. (Témese una distribucién inicial
0 ~ N(u,T)).

c) Repitase la parte b) viendo si es posible elegir k y a para que el
intervalo que minimice el riesgo final sea el intervalo de gado de confianza
1 —a paraf con k = z,/ dado mediante [z — 2,20, + 24 /20].

6.7.13

Del cargamento de un barco se extraen 5 elementos aleatoriamente y se
observa si son defectuosos o no. Puede suponerse que la distribucién del
ndmero de elementos en mal estado X ~ Binomial(5,6) con @ la proporcién
desconocida de elementos defectuosos del cargamento. De anteriores envios
se sabe que 6 ~ Beta(1,9). Se denota por ag la accién de decidir que es
0<6<015 ypora; laaccién de decidir que es 6 > 0'15. Encuéntrese la
regla Bayes en las siguientes situaciones:

a) Bajo pérdida 0 — 1.

b) Cuando la funcién de pérdida viene dada por

0 si 6<015 {29 si <015
L<9’“°)_{ 1 si 0>015 L(e"“)_{ 0 si 0>015

¢) {Qué decisién se tomarfa si se observan 4 elementos defectuosos con
las funciones de pérdidas dadas en a) y en b)?

6.7.14
Para determinar el coeficiente de inteligencia 6 de una persona, se le somete a
un test cuyo resultado X ~ N(6,0 = 10). Se supone que como consecuencia
de investigaciones anteriores, en el colectivo al que pertenece la persona
6 ~ N(100,7 = 15). Ademds es importante detectar valores especialmente
altos y bajos del coeficiente de inteligencia, por lo que se supone apropiada
la funcién de pérdida

L(Q,a) _ (9 . a)2€(97100)2/900_
Encuéntrese la regla Bayes.

6.7.15
(Berger 1985). Para clasificar la sangre en uno de los cuatro tipos A,B, AB
y 0 se emplea un procedimiento que consiste en observar una v.a. X con
funcién de densidad

f(@l0) = e 4 oo) (@)
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donde @ es un pardmetro que varia en el intervalo (0, +00) de tal modo que
si0 < <1, lasangre es del tipo AB; si 1 < 6 < 2, la sangre es del tipo
A; si 2 < 0 < 3, la sangre es del tipo B y si 6 > 3, la sangre es del tipo 0.
FEn la poblacién bajo estudio, 6 se distribuye con densidad

7(0) = €10 400 (6)-

La funcién de pérdida viene dada por la siguiente tabla

L(,a) | AB A A 0
AB 0 1 1 1
A 1 0 2 2
B 1 2 0 2
0 3 3 30

si se observa x =4 como resultado del andlisis jcudl es la regla Bayes?

6.7.16
Dada una observacién z, se denota por a(x) la medida de confianza con
que 0 € S(z), siendo S(z) un intervalo de confianza para un pardmetro 6.
Demuéstrese que con funcién de pérdida cuadratica de la forma

L0, a(z)) = (Is2)(0) — a(x))?
la regla Bayes frente a 7(6) viene dada por
a(x) = P{O € S(x)|z}

6.7.17
(Ferguson (1969)) La funcién de pérdida para un problema de estimacién
viene dada por
[ ko(@—a) si 6>a
L(6,a) = { ki(la—0) si 0<a

Demuéstrese que la regla Bayes, respecto de 7(6), es cualquier cuantil de
orden ko/(ko + k1) de la distribucién final.

6.7.18
(Berger (1985)) Un misil puede dispararse con trayectoria baja, accién ay,
o con trayectoria alta, accién ag. La funcién de pérdida crece linealmente,
desde 0 hasta 1, con la distancia lineal [ entre el lugar de impacto y el
objetivo, si ésta es mayor que 1 kilémetro se supone que la funcién de pérdida
vale constantemente 1. Si se dispara con trayectoria baja el misil no puede
ser contrarrestado por el fuego antimisil; en este caso su precisién depende
de la amplitud # de la zona cubierta de nubes que atraviesa el proyectil
de modo que la distancia [ a la que queda del blanco puede suponerse
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distribuida uniformemente en el intervalo (—6,6). La funcién de densidad
de la variable aleatoria 6 es una Beta(2,2) de densidad

m1(0) =6 0(1 — 9)-’(071)(9)

Si se dispara con trayectoria alta el misil alcanza exactamente el blan-
co, salvo que antes sea destruido por el fuego antimisil, lo que ocurre con
probabilidad £. De lanzamientos anteriores se sabe que

m(§) =2(1 - 5)1(0,1)(5)

Se realiza un experimento para obtener informacién sobe £ y se observa
que tras tirar dos misiles con trayectoria alta, los dos dan en el blanco. Se
pide:

a) Obténgase la funcién de pérdida para a1 y as.

b) {Cuél de las dos es la regla minimaz?

¢) (Cuél de las dos es la regla Bayes?

d) ;Son a1 y ag reglas admisibles?

6.7.19
Si para una sucesién d™ de reglas Bayes frente a m, su correspondiente
sucesion de distribuciones iniciales, se tiene que

lim B(my,,d™) = p,

n—oo

pruébese, que, cualquier regla de decisién d tal que R(A,d) = p para todo
0 € O, es una regla minimaz.

6.8. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

6.8.1

a) El conjunto de reglas de decision, son las aplicaciones del espacio
muestral X = {z1,x2} en el espacio de acciones A = {a1,as,a3}. Cada
regla de decisién se puede representar colocando los valores de 1 vy 2y
debajo de cada uno la accién a tomar, por lo tanto tiene 32 = 9 elementos.

b) La funcién de riesgo, de acuerdo con la Expresién (6.1.1), viene
dada por

R(0,d) = E[L(6,d(X))]

por lo tanto
R(01,d1) = L(01d1(21))p(21]601) + L(01, di(z2))p(z2]01)

= L(01,a1)p(x1|601) + L(01, a2)p(w2|01)
=2.044+0-006=08



TEORIA DE LA DECISION 297

procediendo de manera andloga se obtiene

R(0;,d;) | di do ds
0, 08 24 372
05 25 2 05
03 57 32 29

¢) Mediante el método minimaz, en virtud de la Expresién (6.1.2), si
se escoge la regla de decisién dp, lo peor que puede ocurrir es que se pierda
57T si 6 = 03, si se escoge do lo peor que puede pasar es que se pierda
3’2 y por ultimo si se escoge d3 lo peor que puede pasar es que se pierda
3'2. Luego tanto la regla do como la d3 hacen perder como mucho 3'2;
cualquiera de ellas es minimax.

d) Con el método bayesiano, si la informacién inicial viene dada por
la distribucién discreta

m(01) = 7w(02) = m(03) =1/3
el riesgo Bayes se calcula mediante
B(rm,d) = E[R(0,d)]
(véase la Expresion (6.1.3)), con lo que se sigue que

B(m,d1) = R(01, d1)m(61) + R(02, d1)7(02) + R(03,d1)7(63)
1

=(0'8+2'5+ 5’7)§
=3

procediendo andlogamente B(rw,d2) = 2’563 'y B(w,ds) = 2'2. Luego entre
las tres reglas, la que da el método bayesiano como 6ptima es ds.

e) Si se observa x1, mediante la férmula de Bayes, se puede comparar
la pérdida en que se incurre si se escoge a; con respecto a la eleccién de
az. Esto permite tratar en conjunto todas las reglas de decisién (véase el
Teorema 6.3.1), por lo tanto si se calcula

m(0;)p(z1]0;)

7r(01|x1) = m(xl)

con

m(x1) = Y m(0:;)p(110;)

e

=1

se llega a que m(z1) = (04 + 054+ 0'3)1 =04 y

7r(91|x1) = 0/3333
m(0s2|z1) = 0'4167
7I'(93|:L‘1) = 0,25
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de donde

Haden) = 5 (0, ai)n(05]1)
j=1

Sustituyendo
r(ay|m) = 2'3333
r(az|z1) = 31668
r(as|ry) = 18332

De manera que la regla Bayes consiste en escoger az cuando se observa
x1, con lo que d™(z1) = as.

6.8.2

a) El espacio paramétrico es © = [0, 1] las distintas probabilidades
de cara de la moneda. La experimentacién X = {1,0} entendiendo que
x =1 siel resultado de la primera tirada de la moneda es cara y © = 0 si el
resultado es cruz. El modelo viene dado por la distribucién de Bernoulli(6).
El espacio de acciones es A = {a1,a2,a3} donde a1 es jugar y decir que
la siguiente tirada de la moneda saldrd cara, as es jugar y decir que la
siguiente tirada valdré cruz y as no jugar. La funcién de pérdida viene dada
por

L(0,a1)=—-20+1-10
L(f,a2) =0+ (1 —6)(—2)
L(Q, a3) =0.

Las reglas de decisién son

|di do d3 di ds d¢ dr ds do

al al a a a2 a3 a3 a3

T
1 al
0 a; a2 a3 a3 az a3 ai a2 as

b) Para el cdlculo de la regla minimaz se tiene que

R(6,d;) = E[L(0,d;(X))] = L(6,d;(1))0 + L(6,d;(0))(1 — 6)
de donde

R(0,dy) = —30+1 R(0,ds) =60% — 60 +1 R(0,d7) =30% —40 +1
R(6,dy) = —660% +60 —2 R(0,ds) = 30 — 2 R(6,dg) = —36% + 50 — 2
R(6,d3) = —36% + 6 R(0,dg) = 367 — 20 R(6,dg) =0

con lo que

, [ o 11 5
min  méx R(@,dz)—mm{l, 2,12,1,1,1,1,6,0}

7
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por lo que la regla minimaz es dsa.
Para la obtencién de la regla Bayes, hay que calcular para la densidad
() inicial Uniforme(0,1) los promedios

B(6,d;) = E[R(0,d;)]

/TRHd i=1,..,9

de donde
B(m,di) =—% B(mds) =0  B(mds)=0
B(?T,dg)zfl B(T(,d{,):*% B(?T,dg)zfé
B(7r7d3):—% B(T(,d@)zo B(?T.dg)zo

por lo que la regla que hace minimo B(w,d;) es da que es Bayes frente a
la distribucién U(0,1).

En consecuencia la regla de decisién que consiste en jugar repitiendo el
resultado que se haya visto en el primer lanzamiento es minimaz y es Bayes.

6.8.3
a) Si se denota por 6; la distribucién escogida es N(0,1) y por 6o
la distribucién escogida es N(2,1); y por a; la observacién X = x proviene
de la distribucién N(0,1); y por az la observacién X = x proviene de la
distribucién N(2,1). La funcién de pérdida es

(0,a) | a1 ag
01 0 1
02 1

y la regla Bayes frente a la distribucién inicial P(61) = P(f2) = 0’5 vendrd
dada por

ay si r(ai|z) < r(azlx)
d"(z) =4 a1 6az si r(a|r)=r(az|x)
as si r(ai|x) > r(azlx)

donde para el calculo de estos riesgos finales se tiene

7’(0,1|l') = L(@l, al)P(91|x) + L(91|a1)P(92\x)
= P(02|x)

y andlogamente

r(az|z) = P(01]z).

Por lo tanto la expresion r(ai|z) < r(az|z) es equivalente a P(62]z) <
P(01]x) y al ser la distribucién inicial la uniforme discreta, esta expresion
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es equivalente a que en el valor z, la funcién de densidad de la N(2,1) sea
menor que la funcién de densidad de la N(0,1). Ya que

P = P30
pioga - L3100

con m(z) = 0'5f(x|01) + 0’5 f(x|02) por lo tanto

al si z<1
d*(z) =< aro0a si z=1
ao si x>1

resultado intuitivo por otra parte.
b) De acuerdo con lo anterior la regla Bayes clasifica la observacion
de z = 0’5 como proviniente de la distribucién N (0, 1).

6.8.4
El espacio muestral estd formado por X = {0,0'5,1} por lo tanto una regla
de decisién es cualquier aplicaciéon d : X — A donde A = {aj, az,a3}. Para
buscar la accidn Bayes frente a z = 0 hay que calcular el riesgo final (a;|z)
para cada accién a; ¢ =1,2,3.

r(ailz =0) = L(0 = 0,a;)P{0 = 0|z = 0}+

(6.8.1) +L(0 = 0'5,a;) P{0 = 0'5|z = 0}
+L(0 =1,a;)P{0 = 1|z =0}

donde
_ P{0=0}P{x=0]0 =0}
N P{z =0}
la distribucién inicial es P{6 = 0} = 0’5, P{0 = 0’5} = 0'25, P{6 = 1} =
0’25 y la distribucién marginal de x = 0 viene dada por

P{0 = 0|z = 0}

P{z =0} =P{0=0P{x=0/0=0}+P{0=05}P{zx=0]0=05}+
+P{0 =1} P{z =0|0 =1}
= 0625

por lo tanto la distribucién final es

05-1

PlO=0lz =0} = —— — '3
{0=0le =0} = Ts
0’25 - 0'5
Pa: / = = ——— = ,2
{0= 05z =0} = —=> =0

P{O=1lz=0}=0
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sustituyendo en (6.8.1)

r(a1]x=0) =1
r(ag|x=0) = +0'8
r(as|x=0) = +1'8

luego la accion Bayes, cuando la alerta especifica una prediccién de severidad
de 0, es la as movilizarse parcialmente.

6.8.5
a) La funcién de densidad final viene dada por

1 n/2—1 n/2— n T n—x
st (= 0 1<m)9 (1-6)

m(f|z) =
Lovi/2=1(1 — g)va/2-1 (Z) 0" (1 — 0)"—=df

- L I
N(vn/2,y/n/2) JO
0\/5/2%»3:71(1 _ 6)\/7_1/2+n7x71
T B(/n/2+3,Vn/2+n—1)
por lo tanto la distribucién final es una distribucién Beta(y/n/2+x, v/n/2+

n —z) y la regla de decisién d(x) es

o) = LS

b) d(z) es una regla minimaz ya que R(6,d) es una funciéncons-
tante en 6, ya que

Rw,d>:E[L<e,d<X>>1:xio (e @Tj) (Z)em_ew

> Z [92(\/_4-71) +4+x —0(v/n +n)vn—

(\/_+ n)? g
Qe(ﬁ +n)z + \/ﬁx} : <”> =(1 — g)n—e
(\/_+ 7 [92(\/‘+ n)? + % + BIX?] — 0(/n + n)v/n—
20(v/n + n) E[X] + R E[X]|
y sustituyendo E[X] =nf y FE[X?] =nb + n(n — 1)62, se llega a que
RO, d) = 301+ V)2

Asi pues la regla d es Bayes e igualizadora, luego es una regla minimax,
véase el Teorema 6.3.2.
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c) La funcién de riesgo correspondiente a £, el estimador de maxima
verosimilitud para 6, es

RO,%) = E (e_ﬁﬂ _ %E [ —noy?] - 0(1 - 0)

n n

de acuerdo con la siguiente tabla:

|n=10 n=50 n=100
R(0,d) | 00144 070038 0700207
0(1—0)  0(1—0) 0(1—0)
e ) 10 50 100
R 0’025 0005  0'0025

donde R es el valor méximo de R(0), £) cuando 6 € [0,1]. Se observa, que
para valores pequenos de n la regla d es sensiblemente mejor que el EMV |
salvo cuando 6 estd en los extremos del intervalo, este efecto se vd perdiendo
cuando n aumenta, en cuyo caso ambas reglas producen el mismo riesgo.

6.8.6
Si se denota por 01 las acciones de la compaifiia van a subir, y por 5 al suceso
las acciones de la compania van a bajar, se tiene explicitado el conjunto de
estados © = {61,0,}. Las acciones posibles son: a; comprar el paquete de
acciones, as venderlo y a3 no hacer nada. La funcién de pérdida viene dada
por:
Li,a)| o az as
01 -1000 +1000 O
0o 41000 -1000 O

donde L(61,a1) = —1000 indica una pérdida de —1000 unidades monetarias
es decir una ganancia de 1000, cuando las acciones suben y se compra el
paquete de acciones.

El resultado de la experimentacién viene dado por X = 1, cuando el
asesor dice que las acciones van a subir, y X = 0, cuando dice que van a
bajar, por lo que el modelo viene caracterizado por las distribuciones de
probabilidad

P{X =1]0:} = % P{X =0[01} = %
P{X =1/} =5 P{X=0[02} =3
mediante la férmula de Bayes, la distribucién final correspondiente a la ini-

cial P{6,} = %, P{0y} = % viene dada por

P{01}P{X = 1/6:}

P{61|X=1} =
X=1 = PP = 101} + PLOI PIX = 1105
2.2 4
:#:_
2 2 3 1
s 3tsg 7
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P{Os} P{X = 1]0}

P{01}P{X =1/01} + P{02}P{X = 1]02}
3.1

5 3 _3

P{0s2|X=1} =

~—2.2,.3.1
5 3+5 3 7

de forma andloga se obtiene que

P{01|X=0} =

oo ]

P{0,X=0} = 7

Para el célculo de la regla Bayes se calculan los riesgos finales

r(a1|X = 1) = L(Gl,al)P{01|X = 1} + L(Gg,al)P{92|X = 1}
4 3 1000
=-1000-=+1 == ——
00 7 + 1000 z 7
7"(0,2|X = 1) = L(@l, CLQ)P{91|X = 1} + L(92, CL2)P{92|X = 1}
3 1000

4
=1000- = —-1000 = = —
7 7 7

r(az] X =1)=0

con lo que la accidn Bayes cuando se observa X =1 es la a; que da minima
pérdida. Repitiendo los cédlculos para el caso X =0

r(a1] X = 0) = L0y, a1)P{61]X = 0} + L(02, a1) P{02|X = 0}

1 3
000 1 + 1000 3 500

7"(0,2|X = 0) = L(@l, CLQ)P{91|X = 0} + L(@Q, CLQ)P{92|X = 0}
1 3
=1 21 L2
000 1 000 1 500
r(az]X =0)=0
con lo que la accton Bayes cuando se observa X =0 es la as.

6.8.7

La regla Bayes respecto a la distribucién inicial dada por 7(6) es la que
minimiza el riesgo Bayes

B(r,d) = E[R(0,d)]

donde la anterior esperanza estd calculada respecto a la distribucién inicial
7(0), (véase la Expresion (6.1.3)). Alternativamente se puede minimizar en
a el riesgo final

r(a|§>):/@L(0,a)7r(0|?)d0

= / c(0)(6 — a)’n(07)do
(C]
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si se deriva la anterior expresion respecto de a y la integral y la derivada
conmutan, la solucién de la expresién

d

(6.8.1) /s c(0)(0 — a)*n (0

Z)df =0

viene dada por

Jo Oc(O)m(0]7)do

(682) = Ao 0T

y como volviendo a derivar respecto de a la Expresién (6.8.1) se obtiene

2/@6(9)71’(9|.T)d9

una cantidad positiva, el valor de a* dado por (6.8.2), se corresponde con un
minimo de r(a|7’) y permite construir la regla Bayes mediante d*(Z') = a*.
Nétese que si c(d) =1 se obtiene que d*(z) = E[0|Z].

6.8.8
Mediante el teorema de Bayes

I (0)—=F(T0
o) - eI ED
Jo L) (0)5— f(|0)do
f(Z)0)
_ 0
Tat(O) 75 [P (T 10)do

por lo tanto si en el intervalo (a,b), la funcién de verosimilitud tiene una
integral finita no nula, la distribucién final es proporcional a la verosimilitud.

6.8.9
a) La distribucién final viene dada por

( G)z 1
m(0|x) = fo =Yy
_90*9)1
~ B(2,7)

es decir 0|z ~ Beta(2,x).

b) La regla Bayes es d(x1) = E[f|z] = 2+m

c) El EMV para 6 se obtiene maximizando en 6 la funcién de
verosimilitud o su logaritmo

Inf+ (x —1)In(1 — 6)
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es facil comprobar, mediante el estudio de la segunda derivada, que la raiz

de la ecuacién
1 z-1
6 1-6

se corresponde con un méximo interior al intervalo, luego

=0

EMV () =21

6.8.10
Si se supone la distribucién inicial

m(0) = -7(0,1)(9)

la afirmacién de Laplace se reduce a calcular

Z Xz =n =1 -
=1 P { Z Xz — ’I’L}
=1

n
n P{ZXz‘:TL,Xn+1=1}
P{Xn+1:1 }:

Mediante la expresién

n 1 n
P{ZXizn,Xn_;,_l:l}:/ P{ZXZ‘ZTL,X”+1=1‘9}7T(9)CZ9
0 =1

i=1
1
0 =1

! 1
= / 0"0df = ——
0 n—+ 2
Anélogamente

1 1
—/ 0"do =
0 n—|—1

Bajo estas suposiciones se obtiene la regla de sucesién de Laplace. Si un
suceso ha ocurrido en n repeticiones, la probabilidad de que se presente en
la repeticién n + 1 viene dada por la expresién (n+1)/(n + 2).

6.8.11
a)

9} P{Xp1 = 10} 7(0)d0

9} 7(0)do

R(0,S5) = /X[a longitud(S(x)) — Is()(0)]f(2]0)dz

=a2ko — P{X — ko <0 < X + ko|6}
=a2ko — P{0 — ko < X <0+ kol|6}
= a2ko — 2®(k) + 1
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donde @ es la funcién de distribucién de la v.a. N(0,1).
La funcién R(6,S) para k=0 vale 0 y su derivada respecto de k es

R'(0,5) = a20 — 2¢(k)

con ¢(k) la funcién de densidad de la v.a. N (0, 1). Por lo tanto, si ac > (0)
la derivada es positiva en todo k, por lo que el minimo de R(6,S) se alcanza
para k = 0 en el intervalo degenerado [z, z] = {z}.

b) Repitiendo el razonamiento de la parte a) se tiene que la funcién
de riesgo en k = 0 vale 0 y si ac < ¢(0) la derivada en 0 es negativa. Cuando
k tiende a infinito R(f,S) tiende a 400 por lo que existe un valor de k
para el que la funcién alcanza su minimo que viene dado por la solucién en
k de la ecuacién

ac — (k) =0.

En resumen si ao < 1/v/27 = 0/0507 y ademads es k* = \/—2In(ac2'507)
el minimo riesgo se alcanza para el intervalo [x — k*o, x + k*0], si ahora se
escoge el valor de a para que k*(a) = ze se obtiene el resultado deseado.

6.8.12
a) El riesgo final correspondiente al intervalo S(z) viene dado por

r(S(z)|z) = a Ing(S(x)) —/ w(0|x)do

S(zx)
Verificar que r(S™(z)|x) < r(S(z)|z) supuesto que se cumple
(6.8.3) P{S™(z)|x} = P{S(z)|z} =1 — q,

es lo mismo que probar que Ing(S™(z)) <lng(S(x)). En efecto considérense
las funciones

R E R b

indicadores de los conjuntos S™(z) y S(z) respectivamente.
Se tiene que

/@ (67(6) — 0(6)) (x(B]x) — k) > 0,

ya que en los puntos 6 tales que w(f|z)—k > 0 es ¢*(0)—p(8) = 1—¢(f) no
negativo, y en los puntos 6 en los que w(6|z)—k < 0 es p*(0)— (0 ) =—p(0)
no positivo. Por lo tanto

/@ o (07 (0])d6 — /@ o(0)7(0]2)d0 > { /@ o (6)d6 — /@ @(Q)de}
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de manera que aplicando (6.8.3) se sigue que

0>k [/@ cp*(@)d@—/@go(ﬂ)d&]

luego el paréntesis de esta tltima expresiéon es no positivo con lo que

/ do < / do
S7(z) S(z)

o lo que es lo mismo Ing(S™(z)) <Ing(S(x)).

Es importante senalar dos cosas: la primera es que lo que se ha probado
es que entre todos los intervalos que dan la misma probabilidad final, el
de menor longitud es el intervalo creible de més alta probabilidad final. La
segunda es que el razonamiento que se ha seguido para hacerlo, es el mismo
que se utiliza para demostrar el teorema de Neyman-Pearson en el caso de
contrastar la hipétesis nula Hy : w(f|z) frente a la alternativa Hy : 1 (la
medida de Lebesgue), véase el Teorema 5.3.1.

b) Si la distribucién inicial para 6 es N(u,7) la distribucién final
es N(uq,71) donde

Moy T
H1 = 7—12+(712 T2 = T L T
=t T St

(véase el Ejemplo 3.2.3.2).
Para calcular el minimo en k > 0 de r(S|z) se va a denotar r(Sk|z) en
lugar de R(S|z). Es decir

r(Sk|z) = Ela IngSk(z) — ng(x)(0)|m]
= a2ko — P{0 € Si(z)|z}
= a2ko — [F(z + ko) — F(xz — ko)]

con F' la funcién de distribucién de la v.a. N(pq,01).
Se sigue que 7(Sp|z) = 0 y que la derivada respecto de k de la funcién
r(Sk|z) es
' (Sk|z) = a20 — f(z + ko)o — f(x — ko)o

con lo que 7'(Sp|z) = a20 — 2f(x)o, donde f es la funcién de densidad de
la v.a. N(uq,01). Por lo tanto si f(x) > a la derivada en 0 es negativa,
pero si se escoge un valor de a para la funcién de pérdida con f(z) < a
el minimo de r(Sk|z) se alcanza en k = 0, ya que 7'(Sg|z) es siempre
positiva si a > f(u1), con lo que se obtiene el resultado deseado; el intervalo
degenerado {z} es la regla Bayes.

c¢) Por el apartado anterior, si se escogen valores de a menores que
f(z) entonces r'(Sp|x) es negativa y como cuando k tiende hacia infinito
r(Sk|z) tiende también a infinito, se puede ver que el tinico minimo existente
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se corresponde con la solucién en k de r/(Sk|z) = 0. Se trata de ver si pueden
escogerse valores de a menores que f(z) que cumplan

(6.8.4) 2a = f(z+290) + f(z — 2g0)

De acuerdo con la Figura 6.8.1 esto en algunas situaciones es posible,
basta llevar el valor de f(z—ko), el segmento AB, a continuacién de f(z+ko)
y dividir el segmento C'B en dos partes iguales, cada una de las cuales es a.

A C

x—ko X Py ® ko

Figura 6.8.1. Eleccion de a para la parte c) del Ejercicio 6.8.12.

La conclusién es que en algunas situaciones, para valores de x,0 y o es
posible ¢). Es importante considerar el caso en el que x = pq; ya que se
cumple que

(6.8.5) flx+ ko) = f(x — ko)
En esta situacién se puede hacer que a < f(p;) con
a=f(x—zg90) = f(z+2g20)

por lo que se satisfacen las expresiones (6.8.4) y (6.8.5), y el intervalo [z —
Ze0, 2+ z%o} es una regla Bayes e intervalo de confianza de grado 1 — «,
para el valor de a conveniente de acuerdo con la parte a).

Sin embargo para que p; = x la distribucién inicial tiene que tener
T = 400, con lo que la distribucién inicial es la medida de Lebesgue y el
riesgo Bayes correspondiente es infinito, compruébese que vale fj;o[ azgo—
(1 —a)]df es una regla Bayes generalizada, en el sentido de que minimiza
el riesgo final aunque el riesgo Bayes es +oc.
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6.8.13
a) La regla Bayes viene dada por

s~ | ap si P{Oglx} >1/2
d"(z) _{ a(l) si P{@g\x} <1/2

donde ©g = [0,0'15] y ©1 = [0'15, 1], (véase el Corolario 6.3.1).
La distribucién final queda caracterizada por la densidad

5 T —x
1= 08 (D)oo - oy

5 Xz
Jo (1 - 0 @9 (1—0)-=do

1
_ T 13—z
B(:c+1,13—a:+1)9( 2

w(0|z) =

Es decir, es la distribucién Beta de pardmetros x + 1y 14 — z, de donde

" (z) = ap si F(0'15]z) > 05
Y7 ar si F(0'15]2) < 05

con F(f|x) la funcién de distribucién de la Beta(x + 1,13 —x + 1).
b) Andlogamente

" () = ap si P{®glz} >1/30
| a1 si P{O¢|z} <1/30

y sustituyendo

" (z) = ap si F(0'15]z) > 1/30
| a1 si F(0'15|z) <1/30

donde otra vez F(0|z) es la funcién de distribucién de la Beta(x + 1,14 —
-x).

¢) La distribucién final es Beta(5,10) por lo que F'(0'15]4) = 0’0467,
por lo tanto en el primer caso F(0'15/4) < 0’5 luego d™(4) = aj. En el
segundo caso F(0'15]4) = 00467 > 00333 con lo que d™(4) = ap.

6.8.14
La distribucién final 8|z ~ N(uq,01), donde

100/225+2/100 1

= —Fssr 77y 01 = —F—m———
1 1/225+1/100 L= /12251 1/100

(véase el Ejemplo 3.2.3.2). Para la obtencién de la regla Bayes se calcula el
riesgo final

r(alz) = E[L(0, a)|z]

“+oo
:/ (6 — a)2€(9—100)2/9007r(0‘x)d0

—00
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desarrollando los cuadrados de los dos exponentes

2
1002 _ M1
900 202

r(alz) =

+oo 1 1 2, (11 _ 100
1 sco— == |0 +<———)9
/ (0 — a)26<900 2"%> i ) dg

Vamo, J-co

derivando respecto de a e igualando a 0, se tiene que a debe cumplir

+o0 11 g2 <;171>9 +oo (1 _1 92+<u171>9
202 o2 202 o2
/ 96( 00 2o ) o2 150 d@za/ e<900 2 ) 7 10)7 10

—c0 —o0

para el segundo miembro, mediante la Expresién (3.2.3.1) con

E— M1/01 411(5]8 _ 1
= i
IV 450 1/of - 150

se sigue que puede ponerse como

1 1 (#1/0%-100/450)2
e /27'(' e 2 1/a71—1/450
1

1
o T T0

(6.8.6)

mientras que el primer miembro, si se usa que
00 1 1 2

———e OB gp = F

V2mVV

o alternativamente
e Lo2+Z9 1BV
/ e v 7049 = VoarEVVe 2P/
—0o0
se tiene que es igual a

(6.8.7) Var ! p1/0% = 100/450 1,1, 1031902 /(1 /63 -1/450)

V102 —1/450 1/0% — 1/450

e igualando (6.8.6) y (6.8.7) se puede despejar a, por lo que se comprueba
que la regla Bayes viene dada por

iy /o2 —100/450

() = =T =1 /a50

6.8.15
La distribucién final viene dada por

e~ e (z—0)
Jo e e @=0)dg
=2 g4 (0)

m(0|x) =
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por lo tanto el riesgo final de las distintas acciones, cuando se observa x = 4
viene dado por

21 31 41 5
11 1 31 ’ 41
01 1 21 34 1

0 1 3
11 21 31 6
=4)=2[ = 2 = 2| =df=-
r(0x=4) /04d9+ /14d0+ /24d9 :

luego la regla Bayes frente a w(f) es d™(4) = AB, valor para el que se
alcanza el minimo riesgo final.

6
4
6
4

6.8.16
El riesgo final correspondiente a la medida de confianza «(x) es

H(a(@)lz) = E(L(B, o)l
= E[(IS(;Z:) 0) — Oé(x))le]

si se deriva respecto de « y se iguala a 0 , se obtiene
—2E[Ig(2)(0) — a(z)|z] =0
de donde

a(z) = Ells(z)(0)|7]
. /@ Is(o(0)(6])d8
= P{0 € S(x)|z}

como la derivada segunda de r(«a(z)|x) es positiva, se sigue que el minimo
riesgo se alcanza para a”(x) la probabilidad final de la regién S(z).

6.8.17
Fl riesgo final viene dado por

r(alz) = /+°° ko(0 — a)r(0]z)d0 + / k1 (a — 0)m(0)2)do

= ko U:oo 07 (0|z)dd — a(1 — F(a|x))] +k {aF(ax) - /

—00

07r(9|x)d9}



312 INFERENCIA ESTADISTICA

donde F'(a|z) es la funcién de distribucién de la distribucién final. La deriva-
da respecto de a es

%T(a\x) = —koar(alz) — ko(1 — F(a|x)) + koan(al|x)
+ k1 F(alz) + kram(a|x) — k1ar(a|x)

= k1 F(a|lx) — ko + koF (a|z)
que igualada a 0, tiene como solucién cualquier valor de a tal que
F(CL|LE) = ko/(k‘() + kl)

como la derivada segunda respecto de a de r(a|z) es

82
Wr(abj) = kym(alx) + ko (alz)

que es positiva para todo a, el cuantil de orden ko|(ko + k1) se corresponde
con un minimo.
Obsérvese que si kg = k1 = 1 la funcién de pérdida es

L(8,a) =10 — a|

y se obtiene como caso particular de lo visto, que cualquier mediana de la
distribucién final es entonces la regla Bayes (véase el Ejercicio 3.7.14).

6.8.18
a) Para a1 trayectoria baja la funcién de pérdida viene dada por

L((0,8),a1) = |l con —0<I<60y 0<L1.

Donde 0 es el porcentaje de zona cubierta de nubes y £ la probabilidad
de que el misil sea interceptado. La funcién de riesgo es

+60 1
R(©.0)ar) = [ gzt
1 0
= %2/0 ldl
== con <1
y el riesgo Bayes
R((0a£)7al)ﬂ-1‘9)d9

/o
Ly
:/ —66(1 — 0)db
0 2
1
T
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Para ag trayectoria alta la funcién de pérdida viene dada por
L((Gag)aGQ):fl‘i‘(l—g)O con 0§€§1

ya que, o bien el misil es alcanzado, lo que ocurre con probabilidad &, o no
es alcanzado, en cuyo caso da exactamente en el blanco y no se pierde nada.
Por lo que la funcién de riesgo es

R((68,6),a2) =¢ con 0<¢<1
y el riesgo Bayes
1
0
Al realizar los dos lanzamientos se actualiza la densidad 7 mediante
() P{X1 =1, Xy = 1|¢}

fol m2(§)P{X1 =1, Xo = 1|§)d¢
__21-9(a -9y

Jo 20 =€) —¢)2de
=4(1-¢)>3 con 0<¢<,

ma(&]dos éxitos) =

de donde

1
13(7r2,a2)_/0 €4(1 — €)3de

=4 Beta(2,4)
_1
1

b) Para la obtencién de la regla minimaz, el mezix R((0,¢),a1) =
Orélaai%(l 0/2 = % y con la regla ag, m?xR(f,ag) = 021?%(15 = 1, luego la regla
minimax es a1 tirar con trayectoria baja.

c) La regla Bayes es la que minimiza el riesgo Bayes, por lo tanto
ai.

d) Las dos reglas son admisibles ya que dependiendo de los valores
de 0 y de £ se puede hacer que R((01,&;),a1) < R((01,&;),a2) mientras
que para otra eleccién sea R((02,&5),a1) > R((02,&5), az).

6.8.19
Se trata de comprobar que dada cualquier otra regla d’(Z') es

sup R(0,d) <sup R(6,d).
0cO 0O

Por ser d™ Bayes frente a m, es

B(my,,d™) < B(my,, d)
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y tomando limites

p= R(0,d) =sup R(0,d) < lim B(m,,d)
0cO n—r
pero

lim B(m,,d') < lim [ supR(6,d )7, (0)d0

n—oo > Jo o
= supR(0, d')/ T (0)d6
0 e
=sup R(0,d').
0
Obsérvese que este enunciado generaliza el Teorema 6.3.2.

Ademas el enunciado y la demostracién son validos también cuando 6 y
d son vectores.



Capitulo 7

ANALISIS DE LA
VARIANZA Y REGRESION
LINEAL

7.1. INTRODUCCION

En el Capitulo 5 se abordé el problema de comparar las medias de dos
poblaciones, en la practica es frecuente el problema més general de comparar
las medias en un nimero mayor de dos poblaciones, asi con frecuencia se
trata de comparar distintos tratamientos médicos, diferentes procesos de
fabricacién, etc. Este Capitulo es una introduccién al tratamiento de estos
problemas y a los métodos que se emplean para su resolucién que reciben
el nombre de andlisis de varianza. Contrariamente a lo que parece signifi-
car, se trata de comprobar si varias medias poblacionales son iguales. El
Capitulo empieza estudiando el andlisis de la varianza con uno y dos facto-
res, mediante técnicas basadas en la distribucién normal, dejindose su
alternativa no paramétrica para el Capitulo siguiente, Seccién 8.5.4.

La segunda parte del Capitulo se dedica al estudio de la regresién, sin
duda la m&as popular herramienta estadistica. El principal objetivo de la
regresion es el estudio de la dependencia de una variable respecto de otra.
Por tltimo, y en homogeneidad con los distintos temas, se aborda la aproxi-
macién bayesiana a estos problemas.

7.2. ANALISIS DE LA VARIANZA CON UN SO-
LO FACTOR

Ya se han obtenido contrastes de hipdtesis para comparar las medias de
dos poblaciones normales cuando las varianzas se suponen iguales (véase la
Seccién 5.2.2). En el andlisis de la varianza se pretende contrastar Hy : 61 =

315
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02 = ... = 0 para k poblaciones normales, independientes, y con la misma
varianza o2 desconocida. Tal situacién es de gran interés préctico sobre
todo en experimentos relacionados con la agricultura.

Se supone entonces el modelo

(721) Tij :ei—l—é‘ij i=1,...,k 7=1..n

donde €;; ~ N (0, 0) e independientes. La introduccién del modelo puede ser
mejor comprendida mediante un ejemplo numérico. En la preparacién de una
sustancia se utilizan cuatro modificaciones de un procedimiento estdndar,
los datos estdn contenidos en la tabla 7.2.1 donde la primera columna se
corresponde con el procedimiento estdndar.

Métodos
1 2 3 4 5
63 27 10 28 47
48 41 30 45 28
57 23 24 44 30
54 31 37 31 35
41 2 40 29 21
43 33 24 44 37
Tabla 7.2.1. Datos correspondientes a la preparacion de una sustancia
mediante 5 procedimientos de fabricacion.

Su representacién mediante un diagrama de cajas viene recogida en la Figu-
ra 7.2.1, donde se aprecia que el primer método es distinto de los cuatro
restantes. Ademds la representacién del segundo método no se ha cerrado
inferiormente por incluir el valor 2, muy diferente de los restantes, en una
aplicacién deberia revisarse este valor que aqui se va a admitir como correcto.

La funcién de verosimilitud, viene dada por

k n

1 n -5 2;(9%—91')2
e ==
vV 27?0*2>

(7.2.2) f(l‘u,...,l‘knkwl,...,@k,ag) = (

k
conn = Y, n; el nimero total de observaciones; de donde los estimadores
J=1
de maxima verosimilitud son:
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w
a

Figura 7.2.1. Diagrama de cajas correspondiente al experimento de la Tabla 7.2.1.

k
> (ni —1)s}

=1

)
v}
3IH
HMwT‘
HM3
§
L
§
:IH

siendo 522 las cuasivarianzas muestrales. Obsérvese que esta tltima expresién
no generaliza la varianza ponderada del caso k = 2 812, (véase la Expresion
(5.2.2.4)) ya que la férmula andloga a la varianza ponderada es

(7.2.4) 62 =

que aquf recibe el nombre de varianza residual (véase el Ejercicio 7.7.4).
Se llama residuo a la cantidad ;; —0; = x;; — ;. que es el valor observado
x;; menos el valor estimado de 0;. Se verifica que 3]20 es un estimador
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centrado de o2, pues

~ 1 &
B = —— 3" (i~ D E[S?)
n =1
-1t =
= n; — = o”.
nE o ocf=o0
Por tltimo n— ~ X2 . vaque (n; —1)s?/o? ~ Xn _1 ¥y por tanto
n; (iL‘ LL“.)2 k 2 k
ZIZMZZI(T%— )’ Z L1 X
i=1j i= =

La idea original del anélisis de la varianza se debe a Fisher (1925) y estd
basada en la descomposicién

125) % ey -7 = 3 S (e~ T+ X s~
i=1j=

donde T.. es la media total

Z ;T

=1

HMP.
SI'—‘

1 k
P IS

La Expresion (7.2.5) se obtiene sin mds que restar y sumar dentro del
paréntesis del primer miembro de (7.2.5) ;. y desarrollando a continuacién
el cuadrado. Los tres términos que aparecen en la Expresion (7.2.5) reciben,
respectivamente, el nombre de suma de cuadrados total, suma de cuadrados
residual o dentro de los grupos y suma de cuadrados explicada o entre los
grupos. Esto es

(7.2.6) SCr=8Cp+ SCg

con

(7.2.7)
k n; ko n k

§Cr =% 3. (5ijT.) )2, SCp=13 . (4= )2, SCp =3 ni(F:—7.)>
i=1j= i=1j= =1

La interpretacién de la Expresion (7.2.5) es que la variacién de cada ele-
mento z;; a la media total T.. se puede explicar mediante la variacién de
cada elemento a la media de su grupo, mds la debida a las medias en los
distintos grupos.

Se pretende a continuacién encontrar la distribucién de las sumas de
cuadrados. para ello se necesita el siguiente lema.
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Lema 7.2.1
Si se tiene la coleccién Z; de v.a.i. con E[Z;] = 0;, V[Zi] = 0 i=1,...,k,
entonces ko1
E((Zi = 7)) = (0: = 0)* + ——0°
donde

NERA L

Demostracion: En efecto

??‘I»—t

E((Zi - 2)*| =V |Z; — Z) + E*[Z; — 7]
y claramente E[Z; — Z| = 6; — 0, mientras que

VIZi—Z)=VI|Z)+ V|Z] - 2Cov(Z;, Z)

o? o?

2
= _——2—
O'+k %

La esperanza de la suma de cuadrados dentro de los grupos, viene dada
por

E[SCg] = i ni B[(Xi. — X.)%,

pues, aplicando el Lema anterior con Z; = X;. , Z = X., FE[Z]=10; y
V[Z;] = 0%/n;, se tiene que

BISCr] = S (05— )2+ o1

i=1 k' n;

_}k; i(0; — 0)* + (k — 1)o”.

Por lo tanto E[SCp/(n — k)] = 2. Si se cumple la hipétesis Hy : 01 =

= ) entonces también es E[SCp/(k —1)] = 0% y se tienen dos esti-
madores insesgados de o%. Por el contrario; si alguno de los valores 6; es
diferente, la esperanza de SCE /(k — 1) ser4 estrictamente mayor que o2.
Esto proporciona la intuicién para realizar el contraste de que todos los valo-
res 0; i=1,...,k son iguales, una vez que se disponga de la distribucién
de las dos sumas de cuadrados.

Teorema 7.2.1 k
Si L5 :Gi—i—eij i=1,.,k, j=1..,n n= an con gjj NN(O,O’)
i=1

1=

e independientes, entonces SCp/o? ~ X%—k . Si ademés se cumple Hy :
61 = .. = 0 entonces SCg/o? ~ X%—la con ambas distribuciones 2
independientes.
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Demostracién: la suma de cuadrados dentro o residual dividida por la
varianza es

i (Xi5 — i-2 52
ooyt S0

i=1j= o? i=1

y como, segiin el teorema de Fisher, véase el Teorema 1.2.5.1, cada sumando de
la anterior expresién se distribuye X%Fl y obviamente son independientes
se sigue que SCp/o? ~ X%_ i segun la propiedad de aditividad de la dis-
tribucion 2.

En el caso de que sea cierta la hipotesis Hy : 61 = ... = 0, la suma de
cuadrados entre se puede poner

(7.2.8) SCg = Xk: nZ(TZ —0; — (T — 5))2

i=1

k n; _ k n;
dondeesT. = > > wij/n y 0.=3 > 0i/n; por lo tanto la aplicacién
i=1j5=1 i=1j=1
del Lema 1.5.2.1 a las variables Xi,..., X,,, Y1 con X; = ./n;(T;. —6;) e

(con lo que X; ~ N(0,0)), permite concluir que

k k
Z=SX2-Y2=S ni(Ti —60:;)* —n(@. —0.)>

=1 i=1
k —
= Z nz(TZ —0; — (T — 9))2
i=1

y por tanto Z/o? = SCp/o? ~ x?_, e independiente de Z.. — ... Por tltimo
las dos x? son independientes, ya que la SCg es funcién de ., ..., T v
SCp depende de 5'22 que es independiente de T;. para ¢ # i y cuando
i" =i S? es independiente de ;. , por el teorema de Fisher (véase el
teorema 1.5.1). Como consecuencia, para contrastar la hipétesis nula Hy :

01 = ... = 0, de que todas las variables tienen la misma media, frente a su
complementaria; el test a utilizar tiene de regién critica
SCg/k—1
7.2.9 RC=¢——"—> fe1n-k
(7.2.9) {SCD/n—k: Je-1n—k;a

ya que bajo Hy el numerador y el denominador son estimadores de o2 'y
por tanto el cociente es uno. Por el contrario, si algin 6; es diferente a los
demss el numerador aumenta en la cantidad (6; — 6..)2. Ademds, en (7.2.9)
Jfe—1nka es el cuantil, de orden 1 — «, de la distribucién de Snedecor de
k—1yn—k grados de libertad (véase la Definicién 1.5.4.1).
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Los datos acostumbran a presentarse en la forma de tabla de andlisis de la
varianza o tabla ADEVA (véase la Tabla 7.2.2).

Grad
Fuente de variacion Suma de cuadrados r.a o Estadistico F'
de libertad
k
Entre grupos SCgp=5%" ni.(@-.—f..)Q k—1 SCg/k—1
i=1

Dentro de los grupos ko ni — \2

SC r= T —k SC —k
o residual D ;]; (xw L ) n D/n
k g 2
Total SCr= El ]Z:l (z;;—T.) n—1

Tabla 7.2.2. Tabla del andlisis de la varianza (ADEVA) para un solo
factor.

Ejemplo 7.2.1
Para los datos de la preparacién de una sustancia quimica contenidos en la
tabla 7.2.1, la tabla ADEVA viene dada por

Fuente de variacién | Suma de cuadrados | Grados de libertad | Estadistico F'
Entre grupos 238553 4 5'81
Dentro de los grupos 256717 25
Total 495270 29
SCx/k—1

La region critica es RC = > fa25.0005 = 2/ 76}, donde el cuan-

SCp/n—k
til de la F' se ha obtenido interpolando en la Tabla 6. Esto lleva a rechazar

la hipétesis nula de igualdad de las medias.
|

El anterior ejemplo da pie al planteamiento de la siguiente pregunta:
correcto, las medias no son todas iguales, pero jes posible que los métodos
2 y 5 sean iguales y todos los demds sean diferentes? Esto es, se puede
contrastar la hipétesis nula, Hy : 0 = 05 frente a Hy : 02 # 05. Esta

k

hipétesis es un caso particular de contrastes de la forma Hy : Y a0, = 0
i=1
k
frente a Hy : > a;0; # 0 siendo a; un conjunto de constantes tales que
i=1
k
>~ a; = 0; basta tomar en este caso a = (0,1,0,0, —1).
i=1
ko
Se tiene que > a;X;, es una variable con distribucién normal de media
i=1

k _ k
FE [Z a,iXiO:| = Z a,ﬂi
=1 =1
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y de varianza

ko k g2
Vv {Z aiXiO} =02y L
i=1 i=1 T4
con lo que
koo k
Z i Xy — Z ai0;
=l =L ~ N(0,1).
k
o[> aZ/n
i=1

Como normalmente la varianza o2 serd desconocida, se emplea su esti-

mador centrado 312, (véase (7.2.4)) basado en la informacién suministrada

por todos los grupos. Con ello se obtiene que

ko k
Z aino - Z aib;
(7.2.10) =l =~ T
k
oy ;af/m

es decir se distribuye segin una distribucién de Student con n — k grados
de libertad. Por tanto la regién critica del contraste es

(7.2.11) RC = |—"——=| >ty a2
op Za?/ni

i=1

Ademds (7.2.10) puede ser utilizada como variable pivotal para construir

k
un intervalo de confianza para > a;6;
i=1

(7.2.12)
k
ICl_a <Z al@) =
=1

koo [k ko k
(Z aiXio - tn—k;a/2ap Z a?/nia Z aiXio + tn—k;a/2ap Z a?/”z)
1=1 i=1 i=1 i=1

Ejemplo 7.2.2
Con los datos de la preparacién de una sustancia quimica de la Tabla 7.2.1,
para contrastar Hy : 0o = 05 frente a Hy : 02 # 05, la regién critica es

— — ~ /1 1
RC = {372' —T5.| > 0p n_2 + n_5tn—k;a/2}
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que con 7, = 10'14, ny = ns = 6,t30_5,0005 = 2’06 y a = 0’1 se convierte en
RC = {|Ty. — T5.| > 12/06}.

Al ser |Ta. — T5.| = |26'17 — 33| = 6/83, se acepta la igualdad de los dos
métodos.
Como intervalo de confianza para €5 — 65 se obtiene

ICygo (02 — 05) = (—5'23,18'89).

k k
Los tests de la forma Hy : > a;6; = 0 frente a Hy : > a;0; # 0 con
i=1 =1
k
> a; = 0, permiten obtener conclusiones acerca de la ordenacién de los
i=1
valores ;, mediante la realizaciéon de varios contrastes simultdneos. Concre-
tamente si se plantean los contrastes Hy : 01 — 0o = 0 frente a Hy : 01 > 04
y Hjy: 03 —03 =0 frente a H] : 02 > 03 y se rechaza la hip6tesis nula en
ambos casos, se obtiene que ha de ser ;1 > 65 > 63. Esto plantea el pro-
blema de la determinacién del tamafio del test conjunto, un procedimiento
sencillo de solucionarlo consiste en utilizar la desigualdad de Bonferroni, que

establece que si A, ..., A, son sucesos cualesquiera entonces se verifica que

(7.2.13) p ("1 Ai> > éP(Ai) —(n—1)

en efecto; pasando al complementario

P <61 Ai) _1-p (L_njl Ag)

P ( A?) < 3 P(AS) = S5[1 - P(Ag) = — 3 P(A)
=1 1=1 1=1

pero como

Cs

n
multiplicando por —1 se sigue —P ( Af) > > P(A;) —n de donde
i=1

i=1

1_p<£J1Ag> >1-n+ 3 P(A)

=1

n
y como el primer miembro de esta desigualdad es P ( N Ai), se tiene demos-
i=1

trada la desigualdad.
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Para realizar simultdaneamente m contrastes, cuando cada uno de ellos
tiene de tamafio o; = ao/m , si se contruyen

m m
RA=(RA; y RC=|JRC
i=1 i=1

como la regién de aceptacién y la regién critica, respectivamente del test
conjunto, es claro que en virtud de la Desigualdad (7.2.13)

P{RC|Hy} = P {ifjl RCZ-|H0}

=1- P{ N RCfHo}
i=1
m
<1- > P{RC{|Ho}+m—1
=1

y como, al ser P{RC;|Hp} < o, es —P{RC{|Hp} < o; — 1, por lo que
sustituyendo se tiene

m

P{RO|Ho} < 3. (% ~1) +m

Ejemplo 7.2.3

Para los datos de la preparaciéon de la sustancia quimica contenidos en la
Tabla 7.2.1, si se quiere contrastar simultdneamente Hy : 61 = 05 frente a
Hy:60, >0y y H):0; =03 frente a Hj : 03 > 03, mediante un test
de tamano o« = 0'05. Basta tomar a3 = ay = /2 = 0/025 con lo que las
regiones criticas son

_ _ /1 1
RCl = {;L'l_ — To. > Op n—l + n_Qtnfk;0'025}

= {Z1. — Tp. > 4136 - 05773 - 206}
= {Z1. — T2 > 4919}
andlogamente
RC5 = {Tg. — T3 > 4/919}

con lo que la regién critica conjunta es
RC = {fl. — To. > 4’919 o To. — T3. > 4/919}

por lo que al ser T1. — To. = 51 — 26’167 = 24’833 se rechaza Hy y como
To. — T3. = 26'167 — 27’5 = —1'333 se acepta H{; en consecuencia se tiene
que 01> 0y = 03.

|
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Existen otros procedimientos para modificar los tamanos del test conjun-
to, los mas conocidos son, ademés del explicado de emplear la desigualdad
de Bonferroni, el método de Scheffé, el de Tuckey y el de la minima dife-
rencia significativa; pueden verse en Stuart y Ord (1991), pardgrafo 29.47 y
siguientes.

Con el fin de extender el modelo del anilisis de la varianza a situaciones
précticas de mayor complejidad, se necesita introducir primero un pardmetro
mads en la modelizacién. En la introduccién al analisis de la varianza con un
sélo factor se ha supuesto el modelo de la forma (7.2.1), si bien existe un
modelo alternativo expresado mediante

(7214) Tij = p+ 0; + €45 t=1,...k j=1..n

donde de nuevo los errores ¢;; ~ N(0,0) son normales e independientes.

En este modelo, el pardmetro p representa una media general o un efecto
global. Es decir, el efecto de cada tratamiento se descompone en un valor
comin p y un efecto debido al tratamiento ¢ que viene representado por
;. Como se ha introducido un pardmetro més u, se debe introducir también
una relacién mads entre los pardmetros con el fin de poder determinarlos
todos, y una manera sencilla de hacerlo es mediante la expresién

(7.2.15) > 0 =0.

De no hacerse asi, seria posible encontrar valores particulares de u, 1, ..., 0y
tales que den lugar a la misma funcién f(x11, ..., Tgn, |41, 01, ..., 0k) para cua-
lesquiera valores de 211, ..., Tgp, , se dice entonces que el modelo es no identi-
ficable. En concreto se tendria que siendo f la funcién de densidad explicita-
daen la Expresion (7.2.14) f(z11, ..., Tkn, [0, 1, ..., 1) = f(211, ..oy Thny |1, 0, ..., 0).
Es claro que al imponer la condicién (7.2.15) el punto p =0 601 = ... =
fr =1 queda eliminado.

Ahora, se estd en condiciones de desarrollar las ideas correspondientes
al andlisis de la varianza con dos factores.

7.3. ANALISIS DE LA VARIANZA CON DOS
FACTORES

En esta Seccién se supone que el modelo es de la forma
(7.3.1) Tijk = B+ o + ﬂj + Vij T gk

coni=1,..,r j=1,..,s k=1,...,t donde g;j, ~ N(0,0) e independien-
tes. Cuando t > 1 se dice que el modelo es balanceado o con replicacion.
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Al igual que se hizo en el caso de un solo factor, se introducen las res-
tricciones

T S
(7.3.2) i s 7t
Y= 27 =0 i=1,r j=1,..s
i=1 j=1
con el fin de que el modelo sea identificable.
La funcién de verosimilitud viene dada por

f(xllla --->xrst|lufva17 "'7ar7ﬂ17 "'7/8570)

() FEFR e
e ¢ '

2mo?

Es facil verificar que los estimadores de méxima verosimilitud sujetos a
las Restricciones (7.3.2) son

n=T.
Q; =Tj. —T.. i=1,..,r
(7.3.3) ST .
B; =T  —T.. j=1,.,s
:y\ij =Ty —Tp. — T4 +T.. t=1,..,7 j=1,..,s

Andlogamente al caso de un tnico factor, las sumas de cuadrados debidos a
los distintos efectos son

SCp=rt) (T, —= )2
i=1
(7.3.4) SCap=1t>. > (Tij. — Tj. —T.j. + Z..)?
i=1j=1
SCg =73 Z > (xzﬂc Tij )
i=1j=1k=1
T s t
SCr= 3> > (@K —T..)
i=1j=1k=1

Puede comprobarse que

SCp =S5C4 + SCp+ SCup + SCE
sin mé&s que elevar el cuadrado y desarrollar la siguiente expresion
Tijk — T... = (acijk — Tl]) + (Tl — T)
+ (T] —T.)+ (TZ] —Tj.. — T.j. +7Z..)

El siguiente resultado, permite realizar los contrastes adecuados a esta
situacién
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Teorema 7.3.1

Si Tijk = /L+Oli+ﬁj +’yij +€ijk = ].,...,

r j=1..

s k=1,..,t

con n = rst el nimero de observaciones y donde los errores ;5 ~ N(0,0)
. . 2 2 .
son normales e independientes, entonces SCg/o® ~ Xrs(t—1)" Si se cumple

Hy:a1 = ...

:a,r,:o’

= G,

se sigue que SC4/0? ~ x2_; y ambas x? son

independientes. Si, ademds, se cumple Hp : 3; = ... = 0 entonces

SCg/o? ~ x2_, y es independiente de SCg/c%. Por 1ltimo si se cumple

que Hap:7,; =0,i=1, ...,

r,jg=1,..

e independiente de SCg/0?.

s, entonces SCap/0? ~ X%r_1)(c_1)

La demostracion puede verse en Stuart y Ord (1991), Pardgrafo 29.15.
Normalmente los célculos se presentan en la llamada tabla de la varianza
con dos factores o tabla ADEVA con dos factores, Tabla 7.3.1.

Fuentes
de variacién

Suma de cuadrados

Grados
de libertad

Estadisticos F

k
Efecto fila SCa= st (@*5)2 r-1 Sggfr/sr(:l)
=1
Efecto 5 — \2 SCp/s—1
columna SCp= rtj; (T5.~T-..) s-1 SCEis(t—l)
T S
Interaccion | SCap=1t>_ > (Tij.—Tj..—T.;.+T (r-1)(s-1) SC§£I£5:;(1t)£i;1)
i=1j=1
T S
Error SCgp= Z Z Z ( Zijk —Tij. )2 rs(t-1)
i1=1j=1k=1
T S t 9
Total SCr= Z Z Z( T;ip—T-w.) rst-1

Tabla 7.3.1. Tabla del analzszs de la varianza para dos factores (ADEVA).

Por lo tanto, para contrastar la hipdtesis nula de que el efecto fila es nulo

HA:a1:

la regién critica es

(7.3.5)

Anslogamente, para contrastar que el efecto columna es nulo

Hp: 56, =

SCa/r—1

= > .
RC {SCE/TS(t — 1) = fr—l,rs(t—l),a}

la regién critica es

(7.3.6)

SCB/S —1

= > .
RC {SCE/T‘S(t — 1) = fs—l,rs(t—l),a}

.=a, =0 frente a H/j : algin efecto fila es no nulo

..=f,=0 frente a HJp : algtin efecto fila es no nulo
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Por 1ltimo, para contrastar que la interaccién es nula

Hap:7;;=0 i=1,.,7 j=1,..,5 frente a H)p : alguna interaccion no
es nula

la regién critica es

SC —1(s—1
(737) RC = { gg/E(;Ts(t)(sl) ) > f(r_l)(s—l),rs(t—l);a}

Ejemplo 7.3.1

Se experimentan en una clase tres métodos de explicaciéon impartidos por dos
profesores diferentes, tras hacer las correspondientes asignaciones aleatorias,
se obtienen las calificaciones siguientes, al final del proceso de explicacién

profesores

método 61=1 Ba=1
ay=119585,7575 6,9,8,7
g =2 9,8,9'5,8'5 8'5,9,9,8
as =3 7,8,85,8'5 6,5,7,5,7,9

Con el fin de estudiar el efecto debido al método de explicacién y el
efecto debido al profesor en los resultados obtenidos, se introduce el modelo

donde i1 es un valor medio general, a; representa el efecto relativo al método
de explicacién, 3; el efecto debido a cada profesor, 7,; el efecto relativo a
la, interaccién profesor-método y €;5; el error aleatorio en cada observacién
con g, ~ N(0,0) e independientes.

Los diagramas de cajas correspondientes a las variables método y notas,
asi como profesor y notas vienen recogidos en la Figura 7.3.1, donde no
parecen observarse demasiadas diferencias, uinicamentelos cuartiles corres-
pondientes a los datos con el segundo profesor parecen més dispersos que
los correspondientes al primero.

notas gy X

1 2 3 - -

métado

Figura 7.53.1. Diagramas de caja correspondiente al Ejemplo 7.5.1.
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Los estimadores que se obtienen para los pardmetros del modelo son

,a1 = T'875
7&12 = 7,5

B, =8333 B, = T'875,
,731 =8 vy 332 =175.

, G = 8687
21 = 875

,a3 =775
1722 = 8/625

La tabla ADEVA

Fuentes de variacién | Suma de cuadrados | Grados de libertad | Estadistico F'
método 4’1458 2 2’54
profesor 1’2604 1 1’545

interaccion 0’3958 2 0243
error 14’6875 18
Total 20’4896 23

Para contrastar la hipétesis de que el efecto fila es nulo, es decir, que
los tres métodos de explicacién pueden ser considerados como equivalentes
Hjp:a1=as=a3=0 con un tamaiio 0’05, la regién critica es

SCA/T —1 /
- A 2 .0/ —
RC {SCE/rs(t -1 < f2,18,0005 = 3 55}

y como el valor obtenido para el cociente es 2’54 se puede aceptar Hy .
Para contrastar la hipétesis de que el efecto columna es nulo, es decir,
que los dos profesores consiguen los mismos resultados: Hg : 8 = 9 = 0,

SCg/(s—1) ,
=Nor o 2 .0 =
RC {SCE/rs(t = f1,18,005 = 4416

como el cociente es 1’545 se acepta Hp.

Por 1ltimo, para contrastar si la interaccion es nula: Hap : 7v;; = 0,4 =
1,2,3,j=1,2

~ [SCap/(r—1)(s —1)
RC = { SCg/rs(t—1)

> f2,18,005 = 3/55}
y como el icociente es 0'243 se acepta Hap.

7.4. REGRESION LINEAL

Con frecuencia, en estudios estadisticos se pretende poner una variable
en funcién de otra u otras variables; bien porque éstas sean maés sencillas de
medir o bien porque se esté interesado en estudiar su relacién. Asi, se puede
tratar de explicar la estatura de las personas en funcién de su edad, el drea
de las hojas de un drbol en funcién del peso de las mismas, o el peso de las
personas en funcién de su altura y de su edad.
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7.4.1. Regresion lineal simple

El caso més sencillo consiste en dada la coleccién de puntos (x;,y;) donde
i =1,...,n determinar la rectay = f,+ ;& que, con algin criterio, mejor
se ajuste a la coleccién de puntos. A y se le da el nombre de wvariable
dependiente o wvariable respuesta y a x se la denomina wvariable indepen-
diente o variable predictora.

El criterio usual que se emplea para la determinacién de los pardmetros
Bo v By es el de los minimos cuadrados, que consiste en minimizar en 3, y
B, la suma de cuadrados

(7.4.1.1) SC(Bo. ) = ; (i — Bo — Bri)?

Geométricamente este método equivale a la minimizacién de la suma de
los cuadrados de las distancias verticales, de acuerdo con la Figura 7.4.1.1.
Aunque parece méds intuitivo la minimizacién de la suma de las distan-
cias ortogonales, este procedimiento no se utiliza por su mayor complejidad
analitica.

Figura 7.4.1.1. Representacidn de las distancias empleadas
por el método de los minimos cuadrados.

Para obtener 3, y B; se debe resolver el sistema

8%50(50,51) =-2 ZZ:l(y —Bo— B1w) =0

8%150(,60,51) =2 (yi — By — Brzi)ri =0

i=1
que lleva a las llamadas ecuaciones normales
Y=o +7T6

7.4.1.2 — n
(r4.12) vy =Ty + % 35 02y
=1

S|=

=1
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la primera ecuacién, pone de manifiesto que la recta, en lo sucesivo llamada
recta de regresion, pasa por el punto (T, 7).

La solucién en By y [; del Sistema (7.4.1.2) permite construir los
estimadores de minimos cuadrados EMC

S
=7-—T

(7.4.1.3) o= -T5
fr="

n n
donde b2 = 1 Zl(a:l —T)? y by =1 Zl(xl —7T)(y; —Y) son los momentos
1= 1=

respecto al centro correspondientes a la coleccién de puntos (z;,y;) @ =
1,...,n, (véase la Seccién 1.2).

A la recta de regresién

_ by -
(7.4.1.4) y—y= b—Qy(:c—ac)

€T

se le da el nombre de recta de regresion de y sobre x. El minimo de la
expresion (7.4.1.1), SC(By, 5,), es

SCBoBr) =3 (i~ T~ w — 7))

1 x
7.4.1.5 b2,
( ) = nbz -n b‘%
=nb2(1—r?)

donde r es el coeficiente de correlacion lineal

_ by
(7.4.1.6) r= @
(véase la Expresion (1.2.6)). La cantidad recogida en la Expresién (7.4.1.1)
es siempre positiva, al ser una suma de cuadrados, por lo que el coeficiente
de correlacién es siempre —1 < r < 1. Ademsés se interpreta r? como lo que
queda de la variable y al restar su mejor ajuste lineal, en el sentido de los
minimos cuadrados, en funcién de la variable z. Valores de r préximos a +1
o a —1 indican una buena explicacién de la variable y por la variable x en
sentido lineal; valores proximos a cero del coeficiente de correlacion lineal
indican una mala explicacién de la segunda variable como una funcién lineal
de la primera.

Ejemplo 7.4.1.1

Un agricultor hace una estimacién a ojo, del peso real de las naranjas con-
tenidas en 10 drboles de un huerto, obteniendo los siguientes resultados
medidos en kilogramos

Peso estimado | 59 47 52 60 67 48 44 58 76 58
Peso real 61 42 50 58 67 45 39 57 71 53
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con el fin de ver si tiene sentido un ajuste lineal, que explique el peso real en
funcién del peso estimado, se recurre inicialmente a representar la coleccién
de puntos,

70

60

peso real

a0

a
o

45 55 65 75
peso estimado

Figura 7.4.1.2. Representacion de la nube de puntos del Fjemplo 7.4.1.1.

De la Figura 7.4.1.2 se desprende que el ajuste lineal puede ser correcto.
Para realizar el mismo, las ecuaciones normales son

54'3 = By + 56'96;
3179'4 = 56'98, + 3322'75,

que conducen a los estimadores

~ 89'73

= 4, — / = — ! 2
By =54'3 56'9 s 57028
~ 8973

=— > — 10545
b 85/09

por lo que la recta de regresion es
y — 54’3 = 1'0545(x — 56'9)
o bien
y = —5'7028 + 10545z
Fl coeficiente de correlacién lineal es

89'73

!
=70 _ o4,
"= G921 099 - 07

Lo que indica que el ajuste lineal es bastante aceptable.
|
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Para encontrar las propiedades de los estimadores en el caso de la regre-
sién lineal, se deben hacer hipdtesis probabilisticas sobre el modelo, en lo
que sigue se va a suponer

yi = Bo + Brzi + ei, i=1,..,n

donde las variables aleatorias e; se interpretan como errores y se admite que
son independientes con Efe;] =0 y Vle;] = o2, Se hace notar que ambas
variables no desempenan un papel simétrico, la y es una v.a. por serlo e,
los valores de z son conocidos independientemente de que puedan provenir
de otra variable aleatoria o no. Asi en este modelo se actua condicionado a
estos valores de x.

Teorema 7.4.1.1
Para el modelo y; = By + B1xi +€i, i =1,...,n con Ele;] = 0,V[e;] = o2
se tiene que los EMC Bo y Bl de By y B; dados por

— b by
Bo=T—-T—5 /31:b—2y

V[Bol = = ;:1 —
(7.4.1.7) VB = ="
x2—nZT?
R R =1 o
COU(BO?BI) = T m gL
2 =2

- — =
£(B) = B[¥] ~ 2 Blbw,
como by, = < Z:l(xz —T)y;. Al ser Zl(x, —T)y = 0, se puede poner

=1
= o+ BT — 5" (s — T)(Bo + Brmi)
o (z; — )2 =1
=1
— By + B1T — By 3 (@5 — F) — By o (s — By
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n

n n
pero como Y. (7; —Z) =0y Y. (v —%)w; = > (2; —7)? se tiene que
£ = :

=1

E[Bo] =B+ 51T —

n n n
porser Y (z; —7T) =0 y S (zi —T)wi = > (z; — T)>
=1 =1 )

3. — 3 @y
Como f3; = Y =221 se tiene que

i=1 > (2;—7)?
i=1

~ n T, — T 2
VB - 3 T v

= T — T 2

(S )
y al sustituir V[Y;] = V]e;] = 02, se obtiene
~ n Ti— T 2
VB =0ty =T
(; (i x>2)

S (@ — 7
i=1

Las expresiones para V[,@O] y Cov(,@o, Bl) pueden obtenerse como caso
particular del planteamiento matricial de la regresién que se hard méds ade-
lante, Expresion (7.4.2.5).

[

Como se desprende de (7.4.1.7), para el cdlculo de la varianza de los esti-
madores B, y (3; se necesita conocer o2, En la Seccién 7.4.2. se demostrard
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que lo que se ha notado por SC’(BO, Bl) en la Expresion (7.4.1.4) si se divide
por n — 2, es un estimador insesgado de o2, es decir, que notando por

SCr = SC(By, 1) = é(yz — Bo — Brai)?

expresién a la que se le d4 el nombre de suma de cuadrados residual, se sigue
que E [%} = o2

En la préctica, lo que se hace es utilizar este estimador para estimar las
varianzas de B, y de ;. Ademds, en el Teorema no se utiliza la hipétesis de
normalidad, bajo la suposicién de que los errores ¢; ~ N(0,0) se obtiene la
distribucién normal de ambos estadisticos, ya que son combinaciones lineales
de v.a. normales. En cualquier caso, esta suposicién de normalidad no es
demasiado fuerte si el tamano muestral es grande en virtud del teorema
central del limite.

A los valores (17[5%])1/ 2 se les da el nombre de errores estandar de
los estimadores, donde se sustituye en la expresién de la varianza, o2 por
SCgr/(n—2) y se sigue que

~

(7.4.1.8) Bicbi g,

A~ o~

ViBil
tiene distribuciéon de Student con n — 2 grados de libertad. Esta iltima

expresion permite realizar constrastes de hipétesis y obtener regiones de
confianza para los pardmetros.

Ejemplo 7.4.1.2
Si se aplican los resultados anteriores a los datos obtenidos por el agricultor
en el Ejemplo 7.4.1.1, se obtienen los valores siguientes

Errores | Estadisticos
Coeficientes | Estimadores | estandar T
Bo —5'7028 50317 —1'1334
51 1’5045 0’0873 12'0805

y SCr = 51'8698. Por lo tanto 62 = 51’8698/8 = 6’4837 de donde

8509
(B1) = 84857 — (00762 \/V(B,) = 00873

Para contrastar Hp : 5; = 0 frente a Hy : §; # 0 se emplea que

‘7(/@0) _ 6/4837:3322'7 _ o5i3194 ‘7@0) — 50317
503

~

V(5y)
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y por tanto

RC = {|B)] > \/V(B))ts0r005 = 0'0873 - 2'306}
— {|By| > 02013}

como 1’0545 pertenece a RC, se rechaza Hy.
Un intervalo de grado de confianza 095 para 3; se obtiene mediante

1Cya5(8) = (B = V7 (B0)tn 0y B + AVt ns)

que se convierte en

ICyo5(B,) = (10545 — 0'0873, 10545 + 0'0873 - 2'306)
= (0’8532, 12558)

Para evitar aplicaciones incorrectas del modelo de regresién simple, debe
comprobarse siempre, que se cumplen todas las hipétesis supuestas para la
elaboracién del modelo. Inicialmente es conveniente representar los puntos
(xi,y;) para ver si tiene sentido un ajuste lineal. Una buena herramienta
que se puede utilizar para la validacién del modelo son los residuos e =
Yi — Ui = vi — Bo — P12, la representaciéon de (x;,e;) debe ser del tipo
de la Figura 7.4.1.3. Por ejemplo, una representacién como la de la Figura
7.4.1.4 desaconsejarfa la suposicién de que la varianza ¢® no depende de
x; (homocedasticidad)

Figura 7.4.1.3. Representacion compatible con las suposiciones del modelo
de regresion simple de los puntos (z;,€;).
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Figura 7.4.1.4. Representacion correspondiente a falta de homocedasticidad
de los puntos (x;,€;) en un modelo de regresion simple.

Con vistas a la mayor o menor exactitud de los contrastes de hipétesis y
las regiones de confianza (la determinacién de las constantes que intervienen
en ellos), es interesante verificar también la hipétesis de normalidad para los,
puntos (z;, €;), puede verse en la Seccién 8.4.3.

7.4.2. Regresion lineal miiltiple: aproximacién matricial

Al trabajar con problemas reales, es necesario recurrir a modelos més
complejos, aunque todavia lineales, en los que una variable dependiente se
explica por dos o més variables independientes. En esta Seccién se va a
recurrir a ajustar a los datos

Yis Lily T2y -o+y LTip—1, 1= 17"'3”
un modelo de la forma
y=08+B1x1+ ... + Bp_17p—1
con p < n, es decir, un hiperplano.
En forma matricial se puede escribir como
Y=XB+¢
nxl=nxp-pxl4+nxl
donde los vectores se suponen vectores columnas y la matriz X viene dada
por

1 zyy z2 - T1p1
1 mo1 mo2 -+ xop1

1 zp1 Tpo - Tn,p—1
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El criterio que se emplea para la estimacion de los pardmetros By, ..., 8,1
es el de minimos cuadrados, como en el caso de la regresién lineal simple, y
consiste en minimizar la siguiente expresién

(7.4.2.1)
SC(By, By "'?Bp—l) :Zl(yz — Bo — B1 Tig — - — 5p_1xi,p—1)2
= 112
=y - xp* = |y - 7|
donde ||Z||* = 3. Z? es el cuadrado de la norma del vector Z.
i=1

Derivando respecto a 3;,5 =0, ...,p—1 la expresion SC(8y, 81, .-, Bp_1)
e igualando a cero, se obtienen las ecuaciones normales

n n n
nBo+ X xafr+ .+ 3 Tip-1Bp_1 = D Ui
i=1 =1 i=1

n n n n
S xifo+ Y ThB A+ X Tip 1Tty 1 = Y Tiryi
D
i=1 i=1 i=1 i=1

i Tip-1Po + Xn: TjTip-1P1 + ... + i xi%p—lﬂpfl = Xn: Zip—1Yi
i=1 i=1 i=1 i=1
que matricialmente pueden escribirse como
(7.4.2.2) X'XB=XY
Sies | X'X| # 0 se pueden resolver en B, obteniéndose
(7.4.2.3) B=((X'X)'X'Y

desde el punto de vista computacional, la inversién de la matriz X’X puede
dar lugar a errores, por lo que se advierte de la existencia de métodos alter-
nativos para la resolucion de la Ecuacién (7.4.2.2), (véase Strang (1980)).

En los dos ejemplos siguientes, se expresan matricialmente resultados ya
estudiados.

Ejemplo 7.4.2.1
En el caso de la regresién lineal simple y = 85+ 31, con (z;,y;) i =1,...,n,
se comprueba que

n
1 = n in Sy

X = , X'X = n =1 , XY = =1
e o Ya? >z
1= 1= 1=
n 9 n
1 Z €5 - Z T
(XIX)—I _ l:}z =1
n > x? — n27? - > n
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n
% Z(m2—52+z
i=1 i=1
2
- n ba - b2
% Z LiYi—TY bz_il
i=1 . b?L
x
y el primer elemento de este vector es
2 1%
TY — = Y TyiT 1
i=1 —T—TF Ty
x

Y+
b
que coincide con la Expresién (7.4.1.3)

Ejemplo 7.4.2.2
La Expresién Y (z; — )% puede escribirse matricialmente como

donde M es la matriz n xn que tiene todos sus elementos iguales a la unidad

Basta comprobar que

n n 1
S -7 =322 B =X'X - =(x1+... +2,)° =
i=1 i=1 n
:X'X— Zx +222$m]
i=17>1
o1 1 - 1
1 0 1 1
=X'X — (X’X—i—X’ . X)
1 11 0

La matriz M y el nimero n pueden expresarse como M = 11" y n=1'1
siendo 1 el vector columna n dimensional con todas sus componentes iguales

a uno.
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Otras expresiones matriciales 1tiles, estdn contenidas en los dos resulta-
dos siguientes.

Teorema 7.4.2.1

Si X es un vector columna aleatorio de dimensién n, de media p y de matriz
de covarianzas Y x, entonces la esperanza de la forma cuadrédtica X'AX,
para cualquier matriz A n x n, viene dada por

(7.4.2.4) E(X'AX) = traza(AXx) + (' Au

Demostracién: la traza de una matriz es la suma de los elementos
de su diagonal principal. El resultado se sigue de considerar que X'AX =

Z Z Q;jTiT; Yy por tanto

i=1j=
E(X'AX) = Zl Zla E(X;X;) = Z Z 3 (04 + pits)
1=1y= 1=1j=1
=) . aijoij + Z Z Qij i b
i=1j=1 i=1j=
= traza(AXx) + (' Ap.
|

Teorema 7.4.2.2
Si X es un vector columna aleatorio de dimensiéon n con matriz de covari-
anzas X y se construyen

px1l pxnnxl mx1l mxn nxl1
con A y B matrices de constantes, entonces
Yyz =AY x B

Demostracion:

CO”U(YZ‘, Zk) COU(Z1 l]X], Z blel)

Z b Cov(X;, X7)

<
Il
Jai
o~
Il
_

M:

a0 i1b

que constituye el elemento ¢, k de la matriz AXx B'.
|



ANALISIS DE LA VARIANZA Y REGRESION LINEAL 341

Como consecuencia del Ejemplo 7.4.2.2 y del Teorema 7.4.2.1, se puede
obtener otra demostracién de que si X; ~ N(u,0) i =1,...,n e independi-
entes, entonces

E[(X; - X)Y = (n—1)0>

n

En efecto: ) (X; — X)? = X’AX con A=1-1M y M una matriz
i=1
cuyos elementos son todos 1, luego

E [Xn:(X, - 7)2} =traza(ASx) + (' Ap
i=1

pero Yx = oI, por ser independientes, la matriz
( _1%) _%1 _%
—= (1 — 5) R —=
y haciendo pu = pl,, se obtiene
! 1 ! 2 ! 1 ! !/
w(I—=11")p = p2(1'1-=1'11'1)
n n

200 _
= p(n — —nn)

=0
luego
E L‘i(X’ — X)Q} = traza [(I - %M) 021}
=(n—1)o2.
]

Se estd ahora en condiciones de obtener la media y la matriz de cova-
rianzas de los EMC' en el caso de la regresién multiple.

Teorema 7.4.2.3
Para el modelo

p—1
Y;:ﬁo—i—Zﬁijj—Q—ei, 1=1,...,n
=1

donde Ele;] = 0 y Cov(e;,ej) = §;j02, que en notacién matricial puede
ponerse como
Y = X 6 +e
nx1 nxp px1l nxl
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con Efe] =0 ¥, = 0%, el vector de estimadores de minimos cuadrados
(EMC) de los valores f3; es

B=(X'X)"'X'Y

y cumple/\que
1) E[g] =5 2) 25202(X’X)_1.

Demostracién: 1) E[f] = (X'X)"'X'E[Y] = (X'X) "' X'XB.
2) Como 3 = AY con A = (X'X)71X’, por el Teorema 7.4.2.2 con
B = A se tiene que

Y5 =A%y A = A’TA = (X' X) I X' X(X'X) 1o
=o?(X'X)"L.

Ejemplo 7.4.2.3
Volviendo al caso de la regresién lineal simple, se puede utilizar el Teorema
7.4.2.3 para demostrar que

21 2
R g EZ;%’ o 2%
V(By) = 57— Cov(By, 1) = ———

z? — nT?
=1

(2

ViBo] = o —r = —— =
nYy. z? — n?z? x? — nT?
i=1 i=1
y
9 n
o2 > @

~ o~ Z; ' -0’z
Cov(B, 1) = ——= == :
ny a?—n?T? Y a? — nz?

=1 i=1

2

Con el fin de obtener un estimador insesgado de la varianza o° en el

modelo de regresién lineal miiltiple, se introduce el siguiente resultado.
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Lema 7.4.2.1
La matriz de dimensién n x p P = X(X'X)"1X’ cumple que

P=p = p?
I-P=(-P)=(-P)?

Demostracién: P’ = X[(X'X)"Y'X’' = X[(X'X)]7'X’ ya que por
ser X'(X71)Y = (X'X) =1 =1 e (XYY = (X)"! porlo que
P =X(X'X)"'X'=P.

Ademds P? = X(X'X)'X'X(X'X)"'X' = X(X'X)"'X' = P.

De manera andloga se procede con I — P.
|

Utilizando la matriz P, se puede calcular la suma de los cuadrados de
los residuos y demostrar que

(7.4.2.5) E {znjl(y - 2)2] =o*(n—p).
En efecto,
(v - i = v - ?H2 |- X§H2 — |y - x(xX'X)"' x|
i=1

=Y -PY|?=|(I-P)Y|?=Y'(I-P)(I-P)Y
=Y'(I-P)Y

y, mediante la aplicacién del Teorema 7.4.2.1,

B|£ -5 =B ry)
i=1
=traza[(I — P)2y]+ (E[Y])(I — P)E[Y]

y por ser E[Y] = X3 y Xy =%l

E K (Y; - 2)2} = traza [0*(I — P)I| + B X'(I — P)X

= o*traza(l — P) + /X' (X3 — PXp)

= o%(n — traza P)

ya que B X'(XB - X(X'X)'X'XB) = pB'X"(XB—XB) =0.

Por tltimo, dado que traza(AB) = traza(BA) se tiene que traza P =
traza[X' X (X'X)~!] = n—traza I, donde I tiene dimensién pxp, con lo que
se obtiene la Expresién (7.4.2.5). La suma de los cuadrados de los residuos
dividida por n — p es un estimador insesgado de o2. E[SCg/(n — p)] = o2.
|

Una propiedad de 6ptimo que tienen los EMC es el contenido del si-
guiente resultado.
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Teorema 7.4.2.4 (Gauss-Markov)
Los estimadores 3; de 3 = (X’X)~1X'Y tienen varianza minima, en la clase

de los estimadores centrados que son funciones lineales de las observaciones
Y, 1=1,...,n.

Demostracién: Se tiene que f = BY con B = (X'X) !X’ SiT(Y) =
QY con ) de dimensién p X n, es un estimador cualquiera que sea funcién
lineal de las observaciones, y centrado para 3, ha de cumplir

E[T(Y)] = QE[Y]=QX3=p

con lo que ha de ser QX = I, con I de dimensién p X p.
Por el Teorema 7.4.2.2

Y1 =Q%yQ = Q)
tomando A = @ — B se tiene que
I=QX =(A+B)X =AX + (X'X)'X'X = AX +1

luego AX = O (matriz de ceros de dimensién p X p).
Por otro lado, dado que Q@ = A + B,

Y7 =0%(A+ B)(A+ B) = 0?(AA' + AB' + BA' + BB')

pero
BB = (X'X)"'X'X(X'X)' = (X'X)"!
AB' = AX(X'X)'=0
BA = (X'X)71X'A" = (X'X)"1(AX)")O
luego

Yr = o?(AA + (X'X)7h).

Los elementos de la diagonal principal de AA’ son la suma de los cuadra-
dos de las filas de la matriz A y son siempre no negativos; se tiene que la
varianza de los elementos del vector T(Y) cumplird

VIT]>V[B] i=1,..p

|

Una vez que se sabe estimar 02 mediante la Expresién (7.4.2.5), para
hacer inferencias respecto de 3 es preciso hacer alguna hipétesis acerca de
la distribucién de los errores e;. Si se supone que ¢; ~ N(0,0) i =1,...n
e independientes, como B = (X'X)71X'Y | se tiene que Y ~ N(X3, o?I),
de donde 8 ~ N(3,0%(X'X)~1). Por lo tanto 3, ~ N(B;,0./C), siendo
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C = (X'X)~1. Al ser ¢ desconocida se estima por s = % y se puede

demostrar que SCr ~ X%_p, con lo que

Ai i
7.4.2.6 —— ~ T,
( ) S4/Cis P

Esto permite realizar contrastes respecto a valores de j3;, del tipo Hy : §; =
B;o conocido.

Ejemplo 7.4.2.4
En un estudio sobre el hacinamiento en una gran ciudad, se estudian 10
manzanas de casas escogidas al azar y se obtienen los siguientes datos

Manzana 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Habitaciones | 60 52 58 56 62 51 72 48 71 58
Personas 115 8 &2 93 105 109 130 93 109 95

se pretende estimar el niimero de personas y en funcién del niimero de habita-
ciones x y de su cuadrado, mediante una funcién del tipo

y =B+ 17 + Bo?

obteniéndose 3, = 263733, B, = —6'685 y [, = 0/065.

Para realizar el contraste Ho : By = 0 se emplea la Expresion (7.4.2.6)
con lo que fBy/s\/c33 ~ Ty—, con n—p=38 grados de libertad.

Si con el fin de realizar los cdlculos se obtienen las filas

X2 3600 2704 3364 3136 3844 2601 5184 2304
5041 3364

Ui+ 96’633 91873 94’663 93’213 99’123 91’363 119’373 92’613
116’763 94’663

lo que permite calcular

&2 — SCr _ B —7i)? _ 1140'387

= 142'548.
n—p n—op 8

Se puede verificar que

10 088 1011
X'X = 588 35142 60166
1011 60166 104359

con lo que

6’76376 —0'076321  —0'021524
C=X'X)"'=| —0076321 00030612 —0'0010255
—0'021524 —0'0010255 /00080932
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de donde resulta que c33 = 0'00080932.
La regién critica viene dada por

Para la determinacién de k, se tiene en cuenta que
P{RC|B, = 0} = P{|Ts| > k} = a

si se escoge a = 005 se obtiene k = 2/306. Como B3, /s+/c33 = 0/065/11/939 -
0'028 = 0'194, se obtiene, que los datos son compatibles con 8y = 0.
]

Dado un modelo de regresién miiltiple, también es interesante hacer
predicciones para valores conocidos de la variable predictora x = zg. Co-
mo el modelo supuesto es de la forma

(7.4.2.7) y(zo) = By + Brxo1 + - + Bp_1Top-1 + €

el estimador obvio es y(zg) = x{)B, que es centrado y que tendrd como
varianza
V[§(zo)] = 23520
= o2z) (X' X)Ly

que, a su vez puede ser estimada sustituyendo s?> por o2, mediante la Ex-
presién (7.4.2.5), con lo que la suposicién de normalidad sobre los errores, o
el teorema central del limite, permiten determinar un intervalo de grado de
confianza a para y(zg), mediante

(7'4'2'8) (Z{)B - tn—p;a/Q \/ ‘7[@\('%'0)]7 xE)B + tn—p;a/2 V ‘7@\('%0)])

Ejemplo 7.4.2.5
Para los datos sobre el hacinamiento en una gran ciudad del Ejemplo 7.4.2.4
y supuesto el modelo

y = Bo+ b1z + Pya’®
el intervalo de grado de confianza 0’95, para el ntimero de personas que
corresponderian a 65 habitaciones, viene dado, de acuerdo con la expresién

(7.4.2.8), por
xE)B + tn—p;a/? \/ ‘7[@\(‘%0)]

con z}) = (1,65,4225) z}B = 103833  tgp025 = 2/306

?[g’j(xo)] = s%aj(a'x) Lwg = 142'54 - 13711476
= 1954433'731
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con lo que se obtiene
ICy95(7(65)) = (—3119'980, 3327'646).

|

Como se ha visto en el Ejemplo 7.4.2.4, existe la posibilidad de variar el
nimero de variables explicativas a incluir en el ajuste. En el caso lineal, el
mayor o menor ajuste venia caracterizado por lo préximo al valor uno del
cuadrado del coeficiente de correlacién lineal r2, siendo

(véanse las Expresiones (7.4.1.4) y (7.4.1.5)). En el caso de la regresién multi-
ple, esta tltima expresién no es generalizable pero si lo es la (7.4.1.4), por
lo que a partir de ésta se define el coeficiente de determinacion o cuadrado
del coeficiente de correlacion maltiple mediante el valor R? tal que

ol

(yi —5:)° = nbz(l — R?)

=1

esto es

= Z(yi*@z*% 2(%7@')2

R2 — i=1 =
(7.4.2.9) %Z(yi_g)z
i=1
_ by—1iscy
i

y se verifica que 0 < R? < 1. Valores préximos a uno significan un mejor
ajuste o lo que es lo mismo hay un mayor porcentaje de by, explicado por el
mejor ajuste en el sentido de los minimos cuadrados.

Ejemplo 7.4.2.6

Se pretende determinar la relacién lineal existente, entre la produccién en un
cierto drea y el esfuerzo en trabajo y capital. Se dispone de los datos de un
periodo de tiempo contenidos en la Tabla 7.4.2.1. Las colecciones de puntos
relacionando (Trabajo, Produccién) y (Capital, Produccién) se muestran en
la Figura 7.4.2.1, y ponen de manifiesto la conveniencia de un ajuste lineal.
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Ano | Trabajo | Capital | Produccién
1990 760 745 8’90
1991 766 726 8’32
1992 718 6’30 750
1993 730 6’55 8’00
1994 720 6’74 770
1995 712 6’50 762
1996 725 739 823
1997 745 742 8’50
1999 738 707 820
2000 745 712 872

Tabla 7.4.2.1. Datos correspondientes al Ejemplo 7.4.2.6.

La coleccién de datos es muy pequena por lo que las conclusiones sélo
son vdlidas a nivel pedagdégico.

G Produccién

o

74 15

Trabajo

@
o=

@
i

Produccidn

6’3 6’5 677 6'9 7'1 73 7’5

Capital

Figura 7.4.2.1. Colecciones de puntos correspondientes a (trabajo, produccion)
y (capital, produccion) del Ejemplo 7.4.2.6.

Ejemplo 7.4.2.7

Si se considera primero, la prediccién de la produccién por el trabajo y la
prediccién de la produccién por el capital, se obtiene

Trabajo | Capital
Bo | -755 1’55
B, | 2137 | 0948
r 0827 | 0860
SCr| 0623 | 0512
R? | 0684 | 0°740

Se consigue un mejor ajuste lineal de la produccién en funcién del capital,
pues con él se explica el 74 % de la varianza bf} = 0’197, que en funcién del
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trabajo, que explica sélo el 68’4 % de la misma. Si se recurre a explicar la
produccién en funcién del trabajo y el capital conjuntamente, se obtiene

produccién = —4'128 + 1’096 trabajo + 0606 capital

el coeficiente de determinacién R? calculado mediante la Expresién (7.4.2.9)
es ahora de 0774, ligeramente superior, al obtenido con cada una de las
variables por separado, ya que con las dos variables se explica el 774 % de
la varianza muestral.

7.5. APROXIMACION BAYESIANA DEL ANALI-
SIS DE LA VARIANZA

Para llevar a cabo el andlisis bayesiano del modelo lineal estudiado en el
Teorema 7.4.2.3, de la forma

Y = X B +e

(7.5.1) nx1 nxp px1l nxl

hay que definir una distribucién de probabilidad inicial (3, 0?) sobre los
pardmetros (81, ..., Bps 02) y calcular la distribucién de probabilidad final
mediante la densidad

m(8,0%)f(ylB,0°)
Jpem(B,0%)f(y|B, 0%)do?dp

(8, 0%y) =
(7.5.2) (B,0%ly) T

Para obtener expresiones andlogas a las del Teorema 7.4.2.3 citado, se
va a utilizar como distribucién inicial

1
(7.5.3) 7(B,0%) = —3 con o?2>0
y bajo la suposicién de que los errores tienen e ~ N(0,02I) distribucién
normal serd

P

1 \" 3= _21(%—_21%6]-)2
) . g E
V2ro?

Se hace notar que la Expresién (7.5.3) no es una funcién de densidad,
ya que la integral sobre todo el espacio paramétrico es infinita, sin embargo
la utilizaciéon de esta funcién como densidad inicial, impropia por tanto,
permite obtener los resultados cldsicos en el contexto bayesiano, como se
verd a continuacion.

(7.5.4) (918,02 = (
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Si se denota, en uniformidad con la Expresién (7.4.2.1), la suma de
cuadrados por

SC(B) = 3 (vi — 3 438,)° = (y — XB) (y — XB)

(7.5.5) =1 i=1
=y'y+20' X'y + /' X'X3
y se hace R
X'Xp=XY
se tiene R R
B=(X'X)xy  FXXB=gX"y

Entonces (7.5.5) toma la forma
— ~ ~ ~ ~
SC(B)=(B-B)X'X(B-P)+yy—0X'Xp
Si se emplea la notacién
N ~ ~
SCr(B) = (8- B)X'X(B~-5)
— ~/ ~
SCr(B)=y'y—-BX'Xp
la funcién de verosimilitud en (7.5.4) puede escribirse como
(7.5.6) (718, 0%) = (2mo?) /2 57 (SCr (O +5CR(E]
La expresién SCr(8) es la suma de cuadrados de los errores, ya que
A A ! >
-90'y—9)=yy- XX
sin m&s que operar y utilizar el Lema 7.4.2.1, con lo que

(I-PY(I-P)=I-P,

XY = X'XB.

Recordando que el estimador de 02 era SCr/(n—p) (véase la Expresién
(7.4.2.5)) se tiene que la funcién de verosimilitud se expresa como

(7.5.7) F(TIB,0?) = (2r02) 26" 72 (50 (D) +(n-p)s}
donde
1 1
2 _ Y/
S == -0
1
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El célculo de la distribucién final de los pardmetros se reduce a
(7.5.8)
_ 0_—2(27T0_2)—n/Qe*ﬁZ{SCT(ﬁ)JF(n*P)SZ}

m(B,0%7Y)

- fﬁ f0+00 072(27r02)7n/26_%LQ{SOT([?)J"("—ID)SQ}dO-QdE}

Para hacer inferencias acerca de los pardmetros 8 o o2 se necesita calcular
la distribucién marginal correspondiente. Para 3 se tiene

*(B17) = Jn(8,0%y)do?

n __1_ V<21 ,—2
(759) _ f0+00(0_2)—(7+1)e 202 {SCr(B)+(n—p)s“}o do?

= 1 2t —2
Sy Ji = (0?)" (B4 gz 5OT o g g

pero por propiedades de la funcién gamma
+oo .
(7.5.10) / =)= dy — o 7FD (k)
0

para k=2 ya = 3{SCr(B) + (n—p)S?}, (véase el Ejercicio 7.17) se sigue
que

[SCr(B) + (n— p)s?] *

[318C7(8) + (n — p)s?] 2 dB

m(Bly) =

fﬁ [1 + SCr(B8) dp

(n—p)s?

I

y como SCp(8) = (8 — B)'X’X(ﬁ - B), el denominador es, por propiedades
de la distribucién T’ de Student p dimensional T'(n —p, 3, s*(X'X)™1), igual
a
rErEE) Ve=p"
I (%) X' X[Y/2sp

(véase el Apéndice sobre distribuciones), con lo que
(7.5.11)

=(B[7) =

L) srex [ e-pxxe-p)

I (3)T (%) (Va=p) (n—p)s?

la distribucién final de ﬁ es una distribucién de Student p-multivariante
Bly ~T(n —p,B,s*(X'X) ")

Pueden hacerse inferencias sobre 5 mediante la distribucién dada por
(7.5.11), sin embargo se puede demostrar que si 8 sigue una distribucién
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T de Student p dimensional de pardmetros (n — p,B,sQ(X ‘X)) (véase
la, distribucién en el Apéndice), entonces el siguiente cociente se distribuye
segiin una F' de Snedecor

(B-B)X'X(8-R)

7.5.12
(75.12) =

NFp,n -p

(la demostraciéon puede verse en Box y Tiao (1973), pag. 117).

Es importante senialar la identidad formal de este resultado con el anali-
sis de la varianza clédsica, tal y como ha sido recogido, por ejemplo, en el
enunciado del Teorema 7.2.1, ya que permite dar una interpretacién difer-
ente de la tabla ADEVA recogida en la Tabla 7.2.2. En efecto, el primer

miembro de (7.5.12) puede verse alternativamente como %

55 €8 decir
se puede considerar, desde el punto de vista cldsico, como el cociente de
dos distribuciones independientes x? divididas por sus grados de libertad
respectivos; por lo tanto su distribucién es una Fj, ,_,. La novedad radica
en la diferente interpretacion de lo que se considera v.a., asi en (7.5.12) las
v.a. son las coordenadas del pardmeto 8 mientras que en la aproximacién
cldsica las v.a. son B y s2

Si se estd interesado en realizar contrastes respecto a un subconjunto
de elementos del vector (3, se puede utilizar que la distribucién de Student
p dimensional cumple, que un subconjunto de elementos de dimensién I,
con [ < p, tiene una distribucién T de Student [ dimensional (Vease la
distribucién en el Apéndice). Por lo tanto 34, ..., ;| Y ~ T(n — p, 61, s2C11)
donde

(7.5.13) R
8=(3),4 b=,
l p—1 l p—l

X{ X1 | X{Xs ) ! Cu Ci2 )\ !
Iv 141 122 ryvy—1 _ 11 12
XX(XéX1|XéX2)pl (XX) <021 ng) —1

Esto permite realizar contrastes de hipétesis bayesianos sobre subcojuntos
de valores de (5.

Antes de aplicar estas ideas a un ejemplo, se va a estimar el otro valor
desconocido del modelo. Para hacer inferencias respecto de la varianza o2,

al igual que se hizo para f3, se calcula su distribucién marginal mediante
2|77 +oo +o00 2
mNT) = SIS IS 7B B8
fﬂ (7+1)e—2{SCT(B)+(n p)s }U—ng

(7.5.14) s Hoz) (B4 3150 D+ n=n*1e=2 5 42

(02 (B 37D [ SOr )

IOOO(O.2)—(%+1 e m(" p)s? fﬁe_mSCT(B)dﬁd(ﬂ

Por propiedades de la distribucién normal multivariante, (véase el Apéndice
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con las distribuciones) se obtiene que

/ﬁ TS B) g F /E’ e mz-B SRy g

1
P|X'X| 2 P _1
= (\/27r> = = (\/271') |XIX| 2 (02)p/2
luego
u — Lo (n—p)s? -1
w027 — (B () x| (o
o202 (8t e zz (05" (/3)P | X7 X| 73 (02)p/2do
(02)7("—5E+1)e—ﬁ-(ﬂ—1))82
T e e
aplicando la Expresion (7.5.10) con k = 52 y a = ("75)52, se obtiene
R L np
(7.5.15) ST (et o L RN C R
(52

que es la densidad de la distribuciéon Gamma-Inversa de pardmetros a =
% y “5F (véase la distribucién en el Apéndice).

Otra vez se ha obtenido una identidad formal de este resultado con el
anédlisis de la varianza clasico. En el Teorema 7.2.1, se obtuvo que SCR/0? ~
Xifk, donde las v.a. eran las observaciones z;; y por lo tanto SCg, actuando
0? como pardmetro. Aqui, desde el punto de vista bayesiano, si la distribu-
cién inicial es (B3, ..., B, 02) = 02, la distribucién final de SCr/0? es
una X%_k donde la v.a. es 02 ; o bien, la distribucién final de o2 es la
Gamma-Inversa de pardmetros a = SCr y p=n—=%k .

Los resultados de esta seccién pueden resumirse en el siguiente enuncia-
do.

Teorema 7.5.1
Para el modelo lineal

P
Yi = Zl‘ijﬁj—‘rei i=1,...,n
j=1
con e; ~ N(0,0) e independientes, si la distribucién inicial viene dada por

1
W(ﬁl,...,ﬁp,oj):?, 02>0
entonces la distribucion final

ﬂ]v seey Bp|? ~ Tp(n —Pp, /Bv SQ(X/X)_I)
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) .. N
ademds condicionado a y

(B-B)X'X(B—B) _ (B=BYX'X(B=B)/r _

ps? -9y -9/m-r
2o 20r 1 Y -V -Y).
n—p n—Dp

La distribucién final de 02 es la Gamma-Inversa

B=(X'X)'XY, Y=X5,

o?ly ~ GI(s*,n —p).

[ |

El andlisis bayesiano del modelo lineal, con la distribucién inicial que se
ha empleado, reproduce el modelo cldsico aunque, como se ha dicho, en el
modelo clésico las v.a. son las observaciones y; mientras que en el moi?lo
bayesiano se actia condicionado por las observaciones y; y las v.a. son g y

o2. Un desarrollo m4s general, con otras distribuciones iniciales, puede verse
en Press (1989), pdg. 139.

Ejemplo 7.5.1
Para los datos de la preparaciéon de una sustancia quimica contenidos en la
Tabla 7.2.1 el modelo es

y=XB+e
donde
6 0000 306
06 000 157
Yy =(63,..,37) X'X=|[006 00 X'y=1 165
00060 281
0000O0G®G 198
/6 0 0 0 0 51
0 1/6 0 0 0 R 261667
X'x)y'=]1 0o o0 1/6 0 0 B=X'X)"'X"y=1 275
0 0 0 1/6 0 46'8333
0O 0 0 0 1/6 33
1 4627'1667
2 Y ) =

por lo tanto, si
7T(/617 '”7ﬁ57 02) = 0_2

entonces N
By Bs| Y ~ T(5,3,30'847781, 25)

siendo I la matriz identidad de dimensién 5 x 5.
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7.6. APROXIMACION HISTORICA

Las primeras ideas relacionadas con el andlisis de la varianza, subdivien-
do una suma de cuadrados en dos componentes, pueden remontarse a Gauss
(1777-1855) y Laplace (1749-1827) cuando introducen el método de los mi-
nimos cuadrados. No obstante, su estudio sistemaético y la utilizacién de la
ortogonalizacién, se deben al genio de Fisher alrededor de 1923.

La paternidad de la correlacién ha dado lugar a un interesante debate.
Se ha dicho que Gauss puede introducirla relacionada con su estudio de
la distribucién normal. Karl Pearson en 1895, considera a Augusto Brevais
(1811-1863) como el precursor por unos comentarios que dirige al trabajo
de Gauss, no obstante parece mds ajustado senalar a Francis Galton como
su auténtico originador en 1877, cuando recalca la necesidad de introducir
una medida de la relacién existente entre variables bidimensionales. A él
se debe la acunacién del término reversion como la tendencia de un tipo
filial medio a desviarse del tipo de los padres para volver al cabo de alguna
generacion a regresar al tipo medio ideal. Asi, es Galton quién expresa la
necesidad de construir un coeficiente de reversion que indique la reduccién
de la variabilidad, el término reversién se transformard en regresidn en un
trabajo posterior, de 1889. En 1896 Karl Pearson retomard los conceptos de
Galton, para darles la formulacién con la que son conocidos actualmente.

Francis Galton (1822-1911) nace cerca de Birmingham, en una familia de
banqueros y armadores y es primo de Charles Darwin, estudia matemaéticas
en Cambridge y medicina en Londres. A los 72 anos muere su padre dejan-
dole una gran fortuna, lo que le permite viajar y completar su formacién,
sus descubrimientos geograficos le valieron la medalla de oro de la Geogra-
phical Society. Ha sido considerado el tltimo cientifico de la era victoriana,
con un saber erudito en diferentes campos, como psicologia, antropologia,
sociologia, educacién y huellas dactilares. A él se debe el término antici-
clén y el término Eugenesia, para la ciencia que tiene por objeto la mejora
de las especies. Con su interés por el estudio intrinseco de las cantidades,
contribuyé al desarrollo de los métodos estadisticos y su aplicacién a otros
campos de las ciencias aplicadas. Fundé la revista Biometrika para acoger
publicaciones relacionadas con la medida de magnitudes relacionadas con la
Biologia y doté la cdtedra Galton, que seria ocupada por Karl Pearson.

Como estadistico Galton toma el relevo de Quetelet, sin embargo rompe
con él en el sentido de que no trabaja con el hombre medio y prefiere realizar
las comparaciones mediante diagramas de puntos. Encuentra que las desvia-
ciones de los individuos, siguen una curva para cada una de las especies y
cada propiedad, lo que le permite dar una caracteristica de cada especie, asi
como detectar si un individuo pertenece o no a la especie en estudio.

En 1875 considera el aspecto de un fruto como debido a una combinacién
de efectos como cantidad de sol, terreno donde fué sembrado, riego, etc y
observa que el aspecto del fruto se desvia de un ideal de acuerdo con la dis-
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tribucién normal. A continuacién clasifica los frutos en distintas categorias
del tipo: los que recibieron mucho sol, los que recibieron una cantidad media
y los que recibieron poco sol, para observar que cada uno de éstos también se
desvia de un ideal medio con arrego a una normal. Se plantea la pregunta de
cémo de subpoblaciones normales se llega a una poblacién normal y anticipa
asi la idea de la reproductividad de la distribucién normal.

Los trabajos de Galton fueron continuados por Karl Pearson y por sus
colaboradores entre los que cabe citar a Edgeworth (1845-1926) y Yule (1871-
1951), lo que ha dado lugar a la introduccién de otras medidas de depen-
dencia més generales, que serdn estudiadas en el capitulo siguiente.

7.7. EJERCICIOS

7.7.1
Para determinar la calidad de una alimentacién, quince ratas fueron ali-
mentadas asigndndolas al azar a una de tres dietas con distintos niveles de
protefnas, obteniéndose las siguientes ganancias en peso:

nivel de proteinas en la dieta
bajo medio alto
391 8’56 22’35
3’85 8’87 2331
3’25 9’20 32’82
2’60 9’42 24’15
3’70 10’40 2029

mediante un andlisis de la varianza, contrdstese si la ganancia media en
peso es significativamente distinta con los distintos niveles de proteinas. A
continuacién contréstese si la ganancia media en peso es mayor con el nivel
de protefnas alto que con el nivel medio y con éste mayor que con el nivel
bajo.

7.7.2
Cuatro atletas de triple salto saltan las siguientes distancias, en metros, en
diferentes reuniones de atletismo. ;Puede suponerse que los cuatro saltan la
misma distancia?

atletas
1 2 3 4
8,25 | 7,31 7 6’69
6’97 | 8,26 | 7,25 | 732
765 | 650 8
7’86 | 942
10’40
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7.7.3
La siguiente tabla recoge el rendimiento, en unidades convenientes, de 48
parcelas en las que se han experimentado 3 tipos de abonos y 4 tratamientos
distintos, asignando las combinaciones al azar. Realicese un anilisis de la
varianza de dos factores, para ver si existen diferencias entre los tipos de
abonos, entre los distintos tratamientos y si existe interaccién entre abonos
y tratamientos.

tipos de tratamientos
abonos 1 2 3 4

1 52 66101 129 |65 67|65 91
6’7 6’4107 91 |85 98|86 82
2 57 5 | 11’1 8 |66 57|76 122
6’1l 44| 68 143 |53 62(91 58
3 43 421 49 56 |45 47T 5 56
39 44| 57 48 |46 4451 53

7.7.4
Verifiquese que, en el andlisis de la varianza con un sélo factor, si el nimero
de muestras es 2, la expresiéon dada por (7.2.4)

se reduce a la varianza muestral ponderada, utilizada en la comparacién
de las medias para dos distribuciones normales recogida en la Expresién
(5.2.2.4)

m—1)S? + (n—1)53
m-+n—2

s2= !

7.7.5
Compruébese que en un anidlisis de la varianza con un solo factor y dos
muestras, el estadistico F' coincide con T2, donde T es el estadistico de
Student que aparece en el contraste de igualdad de medias con distribuciones
normales de varianzas desconocidas pero iguales.

7.7.6
La siguiente tabla, recoge el ph de la placa dental a los 20, 30 y 50 minutos
de haber comido azicar en 8 voluntarios. Se sabe por otras consideraciones
que el pH es no decreciente. ;Puede asegurarse que el pH es constante en
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los 3 instantes de tiempo mediante el andlisis de la varianza?

tiempo
sujetos | 20’ | 30’ | 50’
1 46 | 44 | 41
2 421 47| 47
3 39|50 |57
4 46| 52|56
5 46 | 5'1 [ 5’7
6 47153 |53
7 49 156 |59
8 50| 6’059

7.7.7

Para estudiar la duraciéon de los generadores solares de una determinada
marca, se considera el nimero de horas que son utilizados por semana, que
se supone a dos niveles, y el tamano del colector, que se supone tiene tres
niveles. Se realizan 3 observaciones por cada combinacién del nivel de horas
por semana con el nivel correspondiente al tamano del colector. La tabla
siguiente recoge los resultados, en miles de horas, del experimento hasta que
el generador solar se estropea.

horas por | tamano del colector

semana 1 2 3
3’4 76 6’1
1 51 | 12’4 2’1

42 | 89 75
2’9 | 56 81
2 4’8 | 112 12
10 9’5 5’9

Se pide:

a) Realicese un andlisis de la varianza para contrastar los efectos de la
interaccion.

b) Represéntese en abcisas los niveles del factor tamafio del colector y en
ordenadas los totales correspondientes a cada combinacién de nivel de horas
por semana y tamano del colector, e interprétese gréaficamente la interaccién
observada en la parte a).

7.7.8
Un especie de arbol ha sido plantada y el didmetro del tronco en 10 anos
sucesivos ha sido:

ano 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
didmetro (cm.) | 1’8 3 42 58 69 77 79 83 91 97
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a) Represéntese graficamente el didmetro en funcién del ano y determi-
nese la recta de regresion de y sobre z.

b) Calciilese la suma de cuadrados de los errores cometidos por la apro-
ximacion lineal.

c¢) La recta de regresién para un estudio de una especie de arbol similar
ha sido y = 0’8 + /8z. Contrastese si la recta de regresién obtenida es
compatible con ésta.

7.7.9
La tabla siguiente, tomada de Rice (1995), recoge la presién en funcién de
la temperatura a la que se produce una determinada reaccién quimica:

Temperatura (en grados) | Presién (en barios)
20’9 25.526
21 25.216
22’1 25.187
22’5 25.177
25 25.088
34 24.711
34’1 24.716
42’7 24.394
49’9 24.067
50’1 24.057

Se pide:

a) Represéntese la coleccién de puntos (temperatura, presion) y ajustese
una relacién lineal de la presién en funcién de la temperatura.

b) Contréstese si la pendiente de la recta de regresion es 0.

c) Represéntense los residuos.

7.7.10
a) Demuéstrese que si para una regresion lineal se estima el valor

correspondiente a xg por y(xg) = Bo + leo la distribucién de

Bo + B1$0 — (8o + B120)

s [e ]

n

donde s? = ﬁ 2:1(}/} - ?J)Q y b2 = % (z; —T)?, esuna T de Student
]:

1

J
con n — 2 grados de libertad.

b) Utilicese el apartado anterior, para determinar un intervalo de
grado de confianza 1 — « para el valor

y(xo) = By + P10
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¢) Dados los datos de la siguiente tabla, correspondientes a alturas
en metros de 8 individuos:

Alos 2 anos | 076 077 0’81 0’86 087 09 091 099
Alos 14 anos | 1’63 1’60 1’61 1'70 1’72 1’73 1'78 1’80

., Cudl es el intervalo de grado de confianza 0’95, para la altura a los 14
anos de un individuo que a los 2 afos media 0’95 metros?

7.7.11
En un estudio para relacionar la proporcién de unidades defectuosas y la
produccién realizada, se dispone de los siguientes datos:

Produccién en unidades por meses | 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Proporcién de unidades defectuosas 5 52 57 6’5 6’8 71

4000 4500 5000 5500 6000 6500 7000 7500
8’1 10 102 103 13 153 20 25

Un analista sugiere utilizar un modelo exponencial de la forma y = ab”
mientras que otro sugiere emplear un polinomio de segundo grado. Deter-
minese qué modelo ofrece mejor ajuste. Utilicense las unidades producidas
por mes como variable no aleatoria.

7.7.12
En un estudio para relacionar los gastos realizados en alojamiento con los
gastos hechos en actividades de esparcimiento, se dispone de los datos en
tanto por ciento correspondientes a 15 casas tomadas al azar:

Gastos en alojamiento 12 13 135 14 145 15 165 17 175

Gastos en esparcimiento | 20’3 20 20’5 195 185 18 175 17 16

18 19 21 225 24 25
18 16 155 152 15 15

a) Se sugiere utilizar un modelo de la forma
b
y=a+ -
x

donde x es el tanto por ciento de gastos en alojamiento.
b) Serfa mejor utilizar un ajuste lineal?

7.7.13
a) Para los datos del Ejercicio 7.7.11, ajustese un modelo potencial
de la forma

y = ax®

b) {Es mejor el modelo potencial o el modelo exponencial?
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7.7.14

Para estudiar la relacién de las pérdidas de cosechas con la lluvia, el periodo
de tiempo lloviendo y la temperatura, en una determinada drea, se dispone

de los siguientes datos:

Lluvia | Periodo | Temperatura | Pérdidas
4’3 59 70 1273
4’5 61 71 12’5
4’3 74 72 15°0
6’1 60 66 13’1
5’6 78 65 187
56 85 64 179
4’1 65 63 13’5
5’5 76 64 1871
50 83 66 16’3
5’6 71 66 14°0
5’2 7 66 14°0
4’8 84 69 19’5
3’8 63 7 12'7
34 65 76 14’5
3’6 7 75 16’1
3’9 71 73 15°0
51 75 71 15’5
59 7 70 17’3
4’6 70 68 15’9
4’8 7 66 14’6
4’9 75 66 16’5
5’1 69 65 14’5
5’4 81 63 18°0
6’5 80 62 18’5
6’8 87 60 19°0
6’2 87 60 19’5

a) Represéntense las colecciones de puntos correspondientes a los

pares (periodo, pérdidas), (temperatura, pérdidas) y (lluvia, pérdidas).

b) Ajustense linealmente las pérdidas en funcién de las variables
lluvia, periodo y temperatura.

c) Ajustense linealmente las pérdidas en funcién de la lluvia y la

temperatura.

7.7.15

Demuéstrese que si X es un vector aleatorio de n filas y una columna con
esperanza F[X] = pl y matriz de covarianzas Y x = o021 , entonces la v.a.

X estd incorrelada con cada una de las diferencias X; — X, 1 =1,...,n.
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7.7.16
Véase, que el modelo del andlisis de la varianza con un sélo factor

Yij :0i+5ij i=1,...,k j=1,...,n;

en el que se contrasta Hy : 01 = ... = 0, puede expresarse matricialmente
en la forma
Y=X0+¢
k
con X matriz n x k, donde n = 3 n;, 6 es un vector columna de k elementos
i=1

y Ho: HO =0 para alguna matriz H de dimension (k—1) x k.

7.7.17
Compruébese que para a >0y k > 0 se tiene

+oo 1
/ g~ B gm0 gy — 0D ().
0

7.7.18
Box y Tiao (1973), pdg. 126, recogen un experimento para determinar los
pesos (81, 3,) de dos objetos extremadamente pequenios A y B, a partir de
18 pesadas en microgramos (1 microgramo=10"3 gramos) realizadas de la
forma siguiente:

unicamente A Unicamente B ambos A y B
109,85 114,121,140,122,189 | 217,203,243,229,
129,98,134,133 233,221,221

si se supone vélido el modelo
Yij :Bz‘"_gij 1=1,2 j=1,...,n

donde los errores ¢;; tienen distribucién N(0,0) con o desconocida y son
independientes. Se pide:

a) Determinese la distribucién final (3, 5|7 ).

b) Contrastese Hp : 81 = 100, 85 = 125 frente a Ha: el complemen-
tario de Hy.

7.7.19
Para los datos de la Tabla 7.2.1, que se reproduce a continuacién

Métodos
1 2 3 4 5
63 27 10 28 47
48 41 30 45 28
57 23 24 44 30
54 31 37 31 35
41 2 40 29 21
43 33 24 44 37
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y supuesto vdlido el modelo normal con
Yij=B; +ej 1=1,..,5 j=1,..,6

donde los errores g;; ~ N(0,0) con o desconocida e independientes. Se pide:
a) Determinese la distribucién final 7(83y, ..., B5| 7).
b) Contréstese Hy : 85 = 30, 85 = 30 frente a Hy : 85 # 30, 85 # 30.

7.8. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

7.8.1
El modelo es
ZEij:Gi-i-Eij 1=1,2,3 j5=1,...,5

y se trata de constrastar Hg : 81 = 02 = 03 frente a su complementario. El
test tiene de region critica

SCp/k —1
= = > .
RC {SCD(TL L= fk—l,n—k,a}

— .
S]]
c3)

xpresion (7.2.9)), poniendo k —1=2,n—k =12 y con o = 0’05

SCr/2
= >
RC {SC’D/12 389}

como el valor del estadistico es % = 86’83 se rechaza la hipdtesis
nula, con lo que la ganancia en peso media es significativamente distinta a
los distintos niveles de proteinas.

Para contrastar si es Hy : 03 > 05 > 01, se puede recurrir a contrastar
simultdneamente las hipétesis Hy : 07 — 02 = 0 frente a Hy : 01 — 02 < 0
y Hjy : 02 — 03 frente a Hf : 62 — 03 < 0. Es decir, el primer contraste es
con a3 = 0'05/2 = 0/025 a3 = (1,—1,0) y el segundo con ay = 0025,
az = (0,1, —1). Para el primero la regién critica viene dada por

. /1 1
RCy = {Tl. — T < Op TL_1 + n_gtn_k;al}

(véase la Expresién (7.2.10)). Mientras que para el segundo

_ _ - 1 1
RCy = {1’2- — 3. < Opy . + n_gtnk;ag}
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como Ty. = 3/46, To. = 929, T3. = 24’38, ny =no=n3 =5, a1 = ag =
0025, t12,00025 =23'3 y 312, =697 se sigue que

RCy = {T1. — T2. < 3892}
y como T1. — To. = —4'83 es 61 — 03 < 0. De manera ansloga

RCy = {T2. — T3. < 38'92}
y como To. — T3. = —15'09 es O3 — 03 < 0; con lo que efectivamente es
01 < 05 < 03.

7.8.2
Se supone que la distancia a la que salta cada uno, w;;, sigue el modelo

Tij :ei—f—é'ij i=1,...,4 7=1..,n;
conny =4, n9 =5, ng=3 yng = 2. Se pretende contrastar
Hy:01 =05 =03 =104 frente a Hy : al menos dos son diferentes.

La regién critica viene dada por

SCp/k -1
RC {SCD/'YL k= fk—l,n—k,a}

(véase (7.2.9)), sustituyendo SCg = 27519, SCp = 81879, k — 1 = 3,
n—k—1=10, a=005y f310005 =371 queda

SCg/k—1 ,
= —> 1
ro {SCD/n—kJ_37}

como el valor del estadistico es 112 se acepta Hy; los 4 atletas saltan lo
mismo.

7.8.3
El modelo es de la forma

Iijk=u+ai+ﬁj+’yij+€ijk 1=1,...,3 j=1,..,4 k=1,..4

donde v es el valor medio, a;; representa el efecto debido al tipo de abono,
B; el efecto debido a cada tratamiento, v;; el efecto debido conjuntamente
a abono y tratamiento y ¢;;;; el error aleatorio de cada observacion.

Los diagramas de caja correspondientes a las variables abono y rendimien-
to, asf como tratamiento y rendimiento, vienen recogidos en la Figura 7.8.1,
donde se observan diferencias en el rendimiento en funcién de los distintos
tipos de abono y menos marcadas en el caso del rendimiento en funcién de
los tratamientos.
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Las estimaciones de los pardametros del modelo son:
T.=T8 a3 =822 ay=7T494 Qa3=4'812 B, =5242 B, ==8667
53 - 6’125 54 - 7/342 ’/}/\11 == 6/225 312 == 10,7 :}713 == 71875 :Y\14 == 8/1

;Y\21 = 4,3 '/‘y\22 = 10/05 '/‘/\23 - 5/95 /’7\24 = 8,675

331 =42

;Y\32 - 5,25

La tabla ADEVA es de la forma

'/‘/\33 - 4/55 ;}/\34 = 5,25

Fuentes de variacién

Suma de cuadrados

Grados de libertad

Estadisticos F'

abono 1003’3012 2 237222
tratamiento 79’8506 3 11°967
interaccién 25’0137 6 1’874

error 80’0725 36

total 28872381 47

Para contrastar la hipdtesis de que los tres tipos de abono producen el
mismo efecto, es decir, Ha : @1 = as = ag3 = 0 frente a su complementario,
con a = 0’05 la regién critica es

re

SCa/p—1
SCg/rs(t—1)

> f2,36,0005 = 3/26}

y como el valor obtenido del estadistico es 23’32 se rechaza H,4 significati-
vamente, los tipos de abono producen efectos diferentes.

Para contrastar la hipétesis de que los 4 tratamientos son equivalentes

la region critica es de la forma

RC:{

como el estadfstico es 11’967 se rechaza Hp.

SCp/s—1
SCg/rs(t—1)

Hp: 1= 01=03=04=0

> f2,36,005 = 2/87}
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12

rendimiento

q

abono

15

12 ==

rendimiento
£}

| 0&mg

i

tratamiento

1 z 3 i
Figura 7.8.1. Diagramas de caja correspondiente al Ejercicio 7.7.3
de las variables (abono, rendimiento) y (tratamiento, rendimiento).
Por 1ltimo, para contrastar si la interaccion es nula,
Hap:v; =0 =123 j=1,23/4

la regi6n critica es

[ SCup/(r—1)(s = 1) s
RO = { SCE/TS(t _ 1) > f6,36;0’05 =2 36}

y como el estadistico vale 1’875 se acepta que no hay interaccién.

7.8.4
Para k =2 con ny =m, no =n se tiene que n = ny +ng = m+n, por
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tanto
2= —— > (m—1) Ly (- 1)s?
e n;—1)s? = n; —1)s
Pop 240" Yom4n—-245" ¢
m —1)s? + (n — 1)s3
- m-+n—2

que es la expresién de la varianza muestral ponderada.

7.8.5
El estadistico F vale, (véase la Tabla 7.2.2)

k
= = )2
i(Ti. — .. -1
o SCopo1_ B TP
_SCD/TL—]C_ ko ni _
> > (wij = i)?/(n— k)
i=1j=1
que para k = 2 y como el denominador es —t— | 3~ (z1; — T)2 + Y (22 — §)*
j=1 j=1

puede escribirse como

si se sustituyen T —Z.. =n(T —7)/(m+n) y y—79.=m(y—T)/(m+n)
se puede poner

(T —7)2(mn? + nm?)/(m +n)?
Sy
_ @ —7)?*mn/((m+n)
S5

F =

que coincide con T2, ya que por la Expresién (5.2.2.3)

Z—7—(01—02)]/\/m + %

T =
Sp
y si se cumple Hy : 61 = 02 es
@ =7)\/mtn
T =
Sp

En este sentido, el anélisis de la varianza generaliza la comparacién de
dos medias para distribuciones normales.
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7.8.6
Se supone el modelo

zij=p+0;+e; con i=1,23 j=1,..,8

y se pretende contrastar la hipétesis nula Hy : 01 = 03 = 03 = 0 frente a la
alternativa Hy : 81 < 09 < 5. Si se realizan los dos contrastes Hy : 81 = 05
frente a Hy : 01 <60y y Hj:0s =03 frentea Hj : 03 < 03, mediante un
test conjunto de tamafio o = 0’05, caso de que se rechacen ambas hipdtesis
se tendria que es 61 < 05 < 03.

Para conseguir que el test conjunto sea de tamano 0'05, basta imponer
que o; = a/2 = /025 para cada una de las regiones criticas de los tests.
Con lo que para el contraste Hy : 01 = 02 frente a Hy : 01 < 02

=N 1 1
RC, = {TL —To. < Opy/ o + n-;%m%}

lo que lleva a 5, = 2'882, \ /3 + 1 =05 y ta1,00975 = —2/08
RC, = {Tl. —To. < —2/997}
el valor del estadistico es T1. —To. = 4562 — 5’162 = —(0'6, luego se mantiene

Hy.
Para el contraste Hy : 0 = 63 frente a Hy : 03 < 03

/11 1
RCy = {TZ- — T3 < Op n_2 + n_?’tnk;l%}

RCy = {52. — T3 < —2,997}

y como

al ser el valor del estadistico To. — T3. = 5162 — 5’362 = —(02, se mantiene
H]. Por lo tanto se concluye que el valor del pH es constante.

7.8.7
El modelo es de la forma

con p el valor medio, a; el efecto debido al niimero de horas por semana
empleado en el experimento, §; el efecto debido al tamano del colector y
7i; el efecto debido a la interaccion.

La representacién mediante el diagrama de caja queda recogida en la
Figura 7.8.2, donde se observan discrepancias en la representacién de las
duraciones en funcién del tamafio del colector.
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a) La tabla ADEVA viene dada por

Fuentes de variacién | Suma de cuadrados | Grados de libertad | Estadisticos F'
horas por semana 896 1 1’168
tamano del colector 51’388 2 3’349
interaccion 14’014 2 0’913
error 92’073 12

total 166’436 17

Para contrastar si la interaccién es nula, es decir, Hap : 7;; =0 i =1,2
j=1,2,3 frente a su complementario, con tamafio 0’05, la regioén critica es

SCyp/(r—1)(s—1)

RCz{

SCg/rs(t—1)

> fa12,005 = 3'89}

el valor del estadistico es 0'913 luego se acepta Hy, los datos no son signi-

ficativos de que haya

interaccion.

b) Los totales para cada celda, combinacién del nivel de horas por

semana y tamano del

colector son:

horas por | tamano del colector
semana 1 2 3
1 12’7 289 157
2 177 26’3 26

La representacion gréfica de la Figura 7.8.3 pone de manifiesto la pe-
quena discrepancia que existe entre el factor fila, horas por semana, al nivel
1 y nivel 2, en funcién del factor columna, tamaiio del colector. Lo que expli-
ca que el test de la parte a) saliera no significativo, ya que cuanto méds aleja-
das estén de ser paralelas ambas rectas, més alta serd la interaccién entre

ambos factores.
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15
duracién
1z T
9
3
3
1 7 horas por semana
15
duracién
: T
.
q
& ;
3 T
1 2 3 tamafio del colector

Figura 7.8.2. Diagramas de caja, correspondientes al Fjercicio 7.8.7,
de las variables (horas por semana, duracion)
y (tamario del colector, duracion).
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40 totales por celda

20

10

1 2 3

tamafo d_el colector_

Figura 7.8.3. Totales por celda del factor fila en funcion del factor

columna para el Ejercicio 7.8.7.

7.8.8

a) La representacién grafica de la Figura 7.8.4, parece aconsejar
la conveniencia de la aproximacién lineal, en ella se ha incluido también la

representacién de la recta de regresién de y sobre x.
Para el cédlculo de la recta de regresién de y sobre x

(véase (7.4.1.4)) se necesitan los siguientes valores

10 10
T=55 =644 S a?=385 3 y?=47862

=1 =1

bey = %é Ty — TP = 4249 — 35'42 = 707
b2 = %il x? — 7 = 38'5 — 3025 = 8'25
de donde
y—6'44 = %(x ~ )

o alternativamente
y = 1'7265 + 0’857z

10

=1
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10

didmetro (cm)

8

anos

Figura 7.8.4. Representacion y recta de regresion de la variable
didmetro en funcion de la variable ano, del Ejercicio 7.8.

b) La suma de los cuadrados de los errores cometidos es

3

SC(By, B1) (i — Bo — Byi)?

I
—_

i

= nbz(l —r?)
con
12 _
by =~ = y; — " = 47’862 — 41'474 = 6/388
!
bey . TOT gy

"7 bab, — 2872 2527

(véanse las Expresiones (7.4.1.4) y (7.4.1.5)). Por lo que
SC(Bo, 1) = 3'296

c¢) Para contrastar si las dos rectas son compatibles, se utiliza que

-~

B; — B;
VI3,

~ dn—2
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(véase el comentario a continuacién del Teorema 7.4.1.1), por lo que para
contrastar Hy : B, = 0’8 frente a Hj : 3, # 0’8, la regién critica es

/

si se sustituye 02 por su estimador insesgado. SC’(BO,Bl)/(n —2)=10412

se tiene que V[BO] = 0412 -0'466 = 0'192, por lo que el valor del estadistico

1'727-0'8

es W’ = 2'116, luego se acepta la hipétesis nula.

Para contrastar ahora si son iguales las pendientes de las rectas, se con-
trasta Hy : 8, = 0'85 frente a Hy : 3 # 0’85, la regién critica es

‘Bl - 0’85)
RC ={ +—r—">1t, 9.0 =2'306
A~ o~ 2
V5]
como
PP 1
V[Bi] = 6?———— = 0412 - 0012 = 0005
> x? — nz?
i=1
y el valor del estadistico es ‘%‘ = 1'315, se acepta también la hipétesis
nula.
7.8.9

a) La representacién gréfica de la Figura 7.8.5, permite utilizar la apro-
ximacién lineal de la presién en funcién de la temperatura. Se ha incluido
también la recta de regresién de y sobre x.
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presidn

25200

24900

24600

24300

24000 \

20 30 40 50 60

temperatura

Figura 7.8.5. Representacion y recta de regresion de presion sobre temperatura
para el Ejercicio 7.8.9.

Mediante un paquete estdndar, el programa de regresién permite obtener

Coeficientes | Estimadores | Errores estandar | Estadisticos T
Bo 26082 14’84 175755
51 -40’183 0’435 -92’381

b) Para el contraste de la pendiente de la recta de regresién como
nula; Hy: f; =0 frente a H; : 8; # 0 se emplea que

-~

B1— b
—F—~1p-2

VVIBi]

(véase la expresion (7.4.1.7)), de donde la regién critica es

RC = {\Bl\ >/ [Bl]tm;%}

sustituyendo con a = 005, el error estandar por 0'435 y tg.0r025 = 2306
queda como regién critica

RC = {‘Blj > 1’003}

y como el valor de estadistico es 40’183, se rechaza la hipétesis nula.
_¢) La representacién (temperatura, residuo), donde el residuo es
yi — By — Py, de la Figura 7.8.6 no pone de manifiesto ninguna anomalia



ANALISIS DE LA VARIANZA Y REGRESION LINEAL 375

27

17

residuo

-13

-23

20 30 40 50 60

temperatura

Figura 7.8.6. Residuos en funcion de la temperatura para
el Ejercicio 7.8.9.

7.8.10
a) De acuerdo con el modelo de regresién lineal

Y:/B0+/61x+6

por lo tanto, si se estima el valor correspondiente a xg , parece razonable
utilizar

Y (x0) = By + Brzo
Se sigue que,

Y (20)] = Bo + B1o
VY (20)] = VI[Bo] + 23V [B,] + 2z0Cov(By, By)
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(véase el Teorema 7.4.1.1), de donde

n
21 2
> 7 E]; " o? o’z
V[Y(.I‘[))] ~ +$% n — 2x0 n
> x? —nz? 3 2% — nw? 3 22 — nz?
j=1 j=1 7=1
o? |1,
= —_— | — — 2 T
i | ]gl zj + x ToT
2
o g 12 2 —\2 —
= ln J; z; + (25— 7) x]
2
o
= (63 + (w0 — )]
€T

Ademids, como 4+ f1x0 es combinacién lineal de las v.a. Y1, ..., Y, que
son normales, se sigue que

. _ =2
50+51$0NN<50+513307 U\/% [1+(xob—25€)]>.

. oy 2
Como o es desconocida, se puede utilizar que (n — 2)% ~x2_5 conlo

que si se demuestra que (/5\07 Bl) es independiente de S? se puede utilizar
la definicién de la distribucién de Student, (véase la Definicién 1.5.3.1) para
tener demostrada la parte a) del enunciado.

Para ver la independencia de 52, es suficiente ver que (60, 51) es inde-
pendiente de cada residuo €; =Y; — Yi i=1,...,n. Pero se puede escribir

~ = by _
=Y, —-Y — b—%y(ﬂcz —7)
n 1 (2 -z (2, —T)T
]; [ n nb2 nb? /

donde
5 — 1 si j=i
Y10 siog#i
por lo que alternativamente puede ponerse

n
€= ) (04 — (ci + dizj)] Y
j=1

con - _
Ci:__at(m]—x) v di:xlfac

n nb2 nb2

Por otro lado,
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Es sencillo ver que
Cov(&i, By) = Cov(Ei, ) =0 i=1,...n
sin m&s que verificar las igualdades

n n
o 16i5 — (ci +dixj)] cj = > [0i5 — (¢i + dixj)] dj = 0.
= j=

Asi para la primera basta comprobar que

IE

n
Cj =1 y Z ijj =0
1 7=1

J

y para la segunda, basta comprobar que

n
dj =0 y Z djl‘j =1.
1 j=1

-

J

b) Mediante el apartado anterior

Bo + /@1150 — (By + B170)
s % [1 + —(I‘)b;?)z]

T

W 14 20 7]

la expresion se puede poner en la forma

P

si se denota por

P{=sotn—2,2 < Bo+ Brzo — (By + B120) < sotn-22t=1-a

si se deja en el centro de la cadena de desigualdades S, + 5120, haciendo
operaciones es inmediato comprobar que un intervalo de grado de confianza
1 — a viene dado por

I1C1—a(Bo + B1%0) = (Bo + B1%0 — tn-2,2 50, Bo + P10 + tn—2,2 S0)

es interesante senalar que la amplitud del intervalo varia con el valor de xg
y es minima para g = .
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c) Por el apartado anterior, se debe calcular
Bo = 0896, By =0932, tgooos =2'306, s=0027, T=0859
1 n
by == a5 -7 = 0743 — —0'738 = 000478
n j=1
1 _7)\2
s0= 5\/— [1 + M] — 0'0157
n b4
de donde
100195(60 + 510/95) = (1/744, 1/819)
En la Figura 7.8.7 se incluyen la recta de regresién y los residuos.
0.039 0.039
0.019 0.019
residuos residuos
-0.001 -0.001
-0.021 -0.021
—-0'041 -07041 .
0.76 0.80 0.84 0.88 0.92 0.96 1

0.76 0.80 0.84 0.88 0.92 0.96 1
altura en mts. a les 2 afics altura en mts. a los 2 afos
Figura 7.8.7. Recta de regresion de y sobre x, con region de grado de confianza 095

y representacion de los residuos en funcion de x, para el Ejercicio 7.8.10.

7.8.12
La representacién de la Figura 7.8.8, de la variable tanto por ciento de

unidades defectuosas en funcién de la variable unidades producidas al mes,
sugiere la utilizacién de una aproximacién exponencial de la forma

y = ab®

o bien
y =By + B1x + Bz’

como dice el enunciado.
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% vnidades defectucsas

25

20

15

10

Figura 7.8.8. Representacién de los pares de puntos (produccidn,

2000 4000

6000 8000

unidades producidas

% defectuosos) para el Ejercicio 7.8.11.

Se observa que tomando logaritmos en la expresién de la funcién expo-

nencial

Iny =Ina+ (Inb)z

las variables x y Iny estdn relacionadas linealmente.
El cuadro de datos para la realizacién de los cdlculos queda recogido a

continuacion

Produccién | %

x Y Iny
1.000 5 1’609
1.500 52 | 1’649
2.000 57 | 1’740
2.500 6’5 | 1’872
3.000 6’8 | 1’917
3.500 71 1’96
4.000 81 | 2’092
4.500 10 | 2’303
5.000 10’2 | 2’322
5.550 10’3 | 2’332
6.000 13 | 2’565
6.500 15’3 | 2’728
7.000 20 | 2’996
7.500 25 | 3’219
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Con el ajuste lineal se obtiene Ina = 1249 Inb = 2/333 - 1074, por lo
que el modelo exponencial viene dado por

y = 3/487 - 10002"

y le corresponde un coeficiente de determinacion de R = 0/951.
El ajuste mediante el polinomio de segundo grado es

y = 8072 — 000253z + 5'989 - 107

y le corresponde un coeficiente de determinacion de R? = 0/958.
Es, por lo tanto, ligeramente mejor el ajuste mediante el polinomio de
segundo grado.

7.8.13

a) La representacion de los puntos (gastos en alojamiento, gastos en
esparcimiento) de la Figura 7.8.9 permite ajustar una curva con una asintota
horizontal sobre la ordenada 15.

% en esparcimiento
21

20

19

18

17

16

15

12 15h 18 21 24
% en alojamiento

Figura 7.8.9. Nube de puntos (% de gastos en alojamiento, % de gastos
en esparcimiento) correspondientes al Fjercicio 7.8.12.

Por lo tanto parece razonable ajustar un modelo de la forma

y=a+b/z
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si se introduce la nueva variable auxiliar u = 1/x, se puede realizar un ajuste
lineal a la nube de puntos (u,y), con lo que se obtienen los pardmetros

a = 8'947 b = 142'042

Como medida del ajuste el coeficiente de correlacion lineal vale r = 0/758
o bien interpretado éste como caso particular del coeficiente de determi-
nacion R? = 0/915.
b) Si se utiliza un ajuste lineal en las variables =% de gastos en
alojamiento e y = % de gastos en entretenimiento

y=da +bx
se llega a los valores
a' = 25'3473 b = —0'450

obteniéndose que r = —0'927 y R? = 0/859, lo que quiere decir que el ajuste
es ligeramente peor en este segundo caso.

7.8.14
a) Vistos los datos del Ejercicio 7.8.11, parece que el modelo potencial
no va a dar un buen ajuste, ya que la representaciéon grafica de la funcién
potencial es la recogida en la Figura 7.8.10 que pasa por el origen.

k=1

bl

X

Figura 7.8.10. Representacion de la funcién potencial y = ax®
en funcion de los signos de los pardmetros a y b.

Se observa que al tomar logaritmos en la funcién potencial se obtiene

Iny=Ina+blnz
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por lo que se puede realizar un ajuste lineal en las nuevas variables (In z, In ).
Las variables auxiliares para realizar los cédlculos vienen recogidas a conti-
nuacion

Inz Iny
6’9077 | 1’6094
73132 | 1°6487
76009 | 17405
7’8240 | 1’8718
8’0064 | 1’9169
81605 | 1’9601
872940 | 2’0919
8’4118 | 2’3026
8’5172 | 2’3224
86125 | 2’3321
8’6995 | 2’5649
87796 | 2’7279
8’8537 | 2’9957
8’9227 | 3’2189

obteniéndose los valores

Ina = —3'7845 b=07335

de donde el modelo potencial ajustado es

y = 01022727735

b) Para comparar ambos modelos el potencial con el exponencial se
utiliza el coeficiente de determinacion, que para el caso del ajuste del modelo
potencial vale 0/809 que es ligeramente inferior, como era de esperar, al que
se obtuvo con el ajuste exponencial que era 0'951.

Por consiguiente es mejor el modelo potencial.

7.8.15
a) Con el fin de estudiar las posibles influencias entre las variables, en
la Figura 7.8.11 se recogen las distintas representaciones.
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20%
20
18}
18
pérdidas
pérdidas : : : :
iy 15 p?m.”_m"m_“_""m.m"”.m"__m“".m"m"m.m“
12 : : : < : :
60 B3 66 69 72 75 78

59 64 69 74 79 84 89
. temperatura
periode

D e s

pérdidas

16

12

3.4 4.4 5.4 6.4 7.4

lluvia

Figura 7.8.11. Representacion de las variables (periodo, pérdidas),
(temperaturas, pérdidas) y (lluvia, pérdidas) correspondientes
al Ejercicio 7.8.14.

b) El ajuste lineal de las pérdidas en funcién de la lluvia, periodo y
temperatura viene dado mediante

pérdidas = —3'9349 +0'3326 lluvia+0'2346 periodo+0'0126 temperatura

a este ajuste le corresponde un coeficiente de determinacion R? = 0/8054.
c) Mientras que el ajuste lineal de las pérdidas en funcién unica-



384 INFERENCIA ESTADISTICA

mente de la lluvia y de la temperatura, viene dado por
pérdidas = 32'1847 + 0’0685 lluvia — 0’244 temperatura

con un coeficiente de determinacion R? = 0/2125. Por lo tanto este segundo
ajuste es peor.

7.8.16
Se va a calcular ¥y %+, donde X —X es un vector de n filas y una columna

y X es una v.a., mediante la utilizacién del Teorema 7.4.2.2
— 1
X-X=X-1I'X=(I-=-11)X
n

donde 1 es un vector columna de n valores iguales a uno.

Como )
X=-1X
n
se sigue que
S e = (I— 211)my (217
X-X,X n n
1 1
= (I —-=11)0%I-1
1 1 1
=02-1-=-116%I-1
n n n
2 2
- Z1-Zn
n

que es un vector columna de n valores iguales a cero. Luego cada diferencia
X, — X estd incorrelada con X.

7.8.17
Basta poner

Y = (yu, coy Ylngy o YKL, mayknk)/

1,, 0 ... 0
0 1, ... O
X = ) )
0 0 ... 1,

con 1,, un vector columna de n; elementos iguales a la unidad
0= (01,...,01,....,0k,....0)
Por tltimo una posibilidad es considerar para H la matriz

1 -1 0 ... O
1 0 -1 ... O

1 0 0 ... -1
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de dimensién (k — 1) x k. Con lo que Hy : g = ... = 0 puede escribirse
como
HO = 0.
7.8.18

Mediante el cambio y = ™! en la integral, se obtiene

+o0 1 400
/ g~ (kD gmar™t g — / Y le Wy
0 0

y como la funcién gamma cumple
“+oo
/ e P~y = a7PI(p)
0

se sigue que la integral pedida es igual a a=*T'(k).

7.8.19
a) Matricialmente, el modelo es de la forma

y=XB+e
donde

y = (109,85,114, ..., 133,217, ..., 221)'
(1100000000011 11111Y
“\oo0o1111111111111111
e (9T yone1 [ 01684  —('0737 . {1761
XX _<7 16) (XX) _<—0’0737 00947 XY=\ 2683
S oronivr [ 98895 o L 2,525

Si se toma como distribucion inicial

Tr(ﬁh 627 02) = 0-72

entonces
ﬂla /62|7 ~ T(27/87 157/812(X/X)_17 16)

(véase la Expresién (7.5.12)).
— —
b) Para contrastar Hy : 8 = (100,125) frente a Hy : 3 # (100, 125)
se emplea que
(8—B)X'X(B—-B)
252

~Fypn o
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(véase el Teorema 7.5.1). Es decir, se determina una regién de probabilidad
final calculada respecto a (81, 85| %) igual a 1 —a, y se rechaza si el punto
no pertenece a la regién. En analogfa a la notacién cldsica, se toma como

RC = {E} ‘%@ > f2,n—2;a}
donde
SCr(F) = (8- B)X'X(5- )
2L a2
S = n—p i:1(yz yz)

En este caso es f2 16,0005 = 363 y como

S o 9 7 100 — 98'895
SCr(F) = (100 — 98'895, 125 — 124'421) ( - 16 > ( 195 194491 >
= 253102
1
2 /
= —0'1
§% = 0158

por lo tanto %@8—0) = 801971 > 3’63 luego se rechaza Hy.

Obsérvese que se deberia de haber usado el contraste de hipdtesis nula
puntual bayesiana y utilizado una distribucién inicial de tipo mixto (véase
la, Seccién 5.2.4), sin embargo por facilidad de cdlculo, se suele preferir de-
terminar una regidn creible y ver si E)O pertenece a ella.

7.8.20
a) Matricialmente el modelo puede escribirse

y=XB+e
donde

y = (63,48, ...,47,....77)
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con 1g un vector columna de unos y 0 un vector columna de seis ceros

600000 /6 0 0 0 0
06 0000
006 000 0 1/6 0 0 0
X'X = (X'X)t=]1 0 o0 1/6 0 0
0006 00
0 0 0 1/6 0
000060 O 0 0 0 1/6
000O0O0G
306 51
132 R 22
XY =| 165 B=X'X)"'X'Y =| 275
221 36'833
198 66
1 256717
2 Y ) —

para la distribucién inicial

ﬂ-(ﬁla 627 ceey 557 02) = 0-72
la distribucién final es
Bys s Bsly ~ T(5, B, 102'686815, 25)

(véase la Expresién (7.5.12)).
b) Para contrastar Hy : 8, = 30, 85 = 30 frente a Hy : 85 # 30, 85 #
30 se calcula la distribucién marginal By, Bsly ~ T(2, (Ba, B5), S, p =

n —2) donde
P C22 (95 . 1/6 0
= C52 Csh o 0 1/6 '

La regién critica es de la forma

S
RO — { 5 tales que LB 6>2¢1§2<ﬁ B fk%a}

en este caso f2 95,005 = 3’39 (véase la Tabla 6). Todo se reduce a comprobar

=
si B9 = (By =30,85 =30) pertenece o no a la regién critica

6 0 > ( 30 —26"1667

— / p—
(30 — 361667, 30 — 33) < 0 6 3 _ 923

) = 382/1743
que dividido por 252 = 205'3736 hace que el estadistico sea 1’8609, que no
pertenece a la regién critica, luego se acepta la hipétesis nula y los datos
son compatibles con 5, =30 S5 = 30.

Ha de tenerse en cuenta el comentario realizado al final del Ejercicio
7.8.18, se ha empleado una regidn creible en lugar de realizar el contraste de
hip6tesis nula puntual (véase la Seccién 5.2.4).






Capitulo 8

ESTADISTICA NO
PARAMETRICA

8.1. INTRODUCCION

Al aplicar los métodos estadisticos ocurre con frecuencia que las suposi-
ciones que parecian razonables no se cumplen, asi la muestra puede ser
demasiado pequena, la suposicién de normalidad poco convincente, etc. En
estas situaciones es conveniente disponer de procedimientos que sean validos
en contextos suficientemente amplios.

Existen un conjunto de técnicas estadisticas, a cuyo estudio se dedica este
capitulo, que reciben el nombre genérico de procedimientos no paramétricos
y que se basan en funciones de las observaciones muestrales, que no dependen
de la distribucién especifica de la poblacién de la cudl la muestra ha sido
extraida, sino de una propiedad de la distribucién, como la continuidad o la
simetria.

De manera estricta no se va a poder decir que exista un pardmetro 8 que
caracterice a la funcién de distribucién de la poblacién, como se ha venido
suponiendo hasta ahora. Se dice de manera estricta porque si se consideran,
por ejemplo, los tests de bondad de ajuste, la no existencia de pardmetros no
es del todo correcta, de hecho se va a trabajar con la distribucién multino-
mial, pero es cierto que los procedimientos que se emplean estdn basados en
caracteristicas de la distribucién poblacional que no son hipdtesis sobre el
valor de sus pardmetros.

En esta linea se comenzard contrastando la adecuacién entre la muestra
y el modelo, en lo que se conoce como problema de la bondad del ajuste,
para a continuacién contrastar si varias muestras provienen de una misma
poblacién en el problema de homogeneidad. Se estudiard el problema de
los wvalores discordantes y la estimacion no paramétrica de densidades, para
acabar tratando la independencia entre dos variables aleatorias.

389
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8.2. AJUSTES RELATIVOS A LA DISTRIBU-
CION MULTINOMIAL

Este grupo de problemas se basan en trasladar la hipdtesis no paramétri-
ca a la distribucién multinomial y utilizar el estadistico de la razén de ve-
rosimilitudes, cuya distribucién asintética fué obtenida por Wilks (1938), o
el estadistico de la distancia al cuadrado introducido por K. Pearson (1900)
que compara las frecuencias observadas experimentalmente con las frecuen-
cias esperadas bajo la hipdtesis nula. Una aproximacién bayesiana a estos
problemas puede verse en Gémez Villegas (1988).

8.2.1. Bondad del ajuste

Se trata de contrastar si la m.a.s. (x1,...,2,) se distribuye de acuerdo
con una funcién de distribucién determinada F. Se van a distinguir dos
casos, segin que F sea perfectamente conocida, por ejemplo viene dada por
la normal de media 0 y de desviacién tipica 1, o bien que F' sea conocida
a menos de k pardmetros, por ejemplo el caso mds realista en que F' venga
dada por la normal de media u y de desviacién tipica o, en esta situacion
F' es conocida a menos de 2 pardmetros.

En el primer caso, se divide el recorrido de la poblacién X en k intervalos
disjuntos, en principio de forma arbitraria, I1,...,I; con lo que es posible
calcular bajo F las probabilidades p) = P{z € I,} i=1,...,k.

Si la muestra es compatible con F' se puede suponer la hipétesis nula
Hy : consistente en que el vector (nq,...,nk), con n; nimero de veces que
en la muestra aparece un elemento del intervalo I;, tiene una distribucién
(N1 = ny,..., N, = ng) ~ Multinomial(n,p?, ...,pY), frente a la hipétesis
alternativa Hy : (N1 = n1,..., Ny = ng) ~ Multinomial(n,p1,...,p). La
unica diferencia estd en que bajo la hipdtesis nula los pardmetros de la
distribucién multinomial son p° = (p{, ..., pg) conocidos, mientras que bajo
la hipdtesis alternativa son los pardmetros p = (py, ..., px) desconocidos.

Si se emplea el contraste de la razén de verosimilitudes, de acuerdo con
la Seccién 5.2.1, se tiene que

e (p))™ ()™

)\(nl,...,nk) = ] " h
SUpP o P --Pi
PlssPk
k
El supremo del denominador, usando que > p; = 1, se alcanza en p; =
i=1

. Por tanto la regién critica serd de la forma

ELp0\™
RC = {)\(nl, ,nk) = H <Tl> < k} .
i=1 \ Pi
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Bajo Hy la distribucién asintética de —21In A(ny,...,nx) es una x? con
k — 1 grados de libertad, ya que, Hy U H; tiene de dimensiéon k — 1y
la hipétesis nula tiene de dimensién 0, (véase el Teorema 5.2.3.2). Para un
tamano «, se obtiene la regién critica

k

RC = {—2 > [lnp? — ln@-] > X%—l;a}
i=1

K. Pearson introdujo un procedimiento alternativo de resolver el problema,

mediante una distancia ponderada entre el EMV  del vector multinomial p

y el valor p° supuesto bajo la hipétesis nula, en concreto la cantidad

k
D*(p%,p) = Zl/\z‘(@‘ —p))?

con

y rechazar la hipé6tesis nula para valores grandes de la distancia; por lo que

la regién critica es
no- (et )
i=1 np;

Se observa, que las n; son las frecuencias observadas de los intervalos I;
en la muestra, mientras que np? son las frecuencias esperadas de los mismos
bajo la hipétesis nula, por lo que se acostumbra a notar alternativamente
por

(0i — Ei)®

(8.2.2.1) D?(po,p) = gfj =

Con el fin de poder determinar la constante ¢ para que el contraste
tenga de tamano «, es necesario conocer la distribucién de la cantidad en
la Expresion (8.2.2.1) bajo la hipétesis nula, resultando que asintéticamente
tiene la misma distribucién que —21In A(n1, ..., ng). Una justificacién de este
hecho radica en observar que

k 0
—2InA(ny,...,ng) =—2> n; In 2L

i=1 Di

y si se emplea que, aproximadamente, Inz ~ (z — 1) — %(x - 1)2, se tiene
que

k 0 0 2

Di L (pi
—2InA(ny,...,ng -2 M <7z—1) — = (%—1) =
( ) ; ' [ bi 2 \ p;

12

|
M=
3
N
NS
|
S~—
v
I
]
g
|
3
e
1
M=
B
|
3
o
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donde la tltima aproximacién se debe a que n; ~ np?.
Una demostracién del resultado que se ha justificado, es el contenido del
siguiente enunciado.

Teorema 8.2.1.1
Si (N, ..., Ng) ~ Multinomial(n, p1, ..., pr) entonces

E (N: —np;)?
D? = > —( - i) = X%—r
i=1 np;
Demostracién: El vector (Ny, ..., Ni_1) tiene de media (np1, ..., npr_1)
y de matriz de covarianzas

S —npip; sl i#]
" npi(1—p;) si i=j
o bien
oi; = (pidij — pipj)n
Ni—np1 Ni_1—npg_1

conloqueY:( T NG

) converge en ley auna v.a. Ni_1(0, %)

con ¥ = (0i5) = (pidi; — pip;) por lo que se tiene, (véase Rao (1973), pag.
384, Expresién (6.1.1.6)) que

V'sly £552

(9%
(@)
o}
=
o
™
=
I
/N
g
+
[~
N—

se sigue que

k—1 (Nz _ npi)Q 1 k—1 9
= —_— Ni —npi)” + N; — np;)(n; — np;
Rtk DI e+ 2 )(nj = np;)
_ i (Nz - npz)2
1 np;

Se observa que aunque ambos métodos llegan a la misma distribucién
asintotica, los valores de los dos estadisticos pueden ser diferentes para un
tamano muestral fijo.

Para aplicar estos métodos es fundamental apoyarse en la distribucién
multinomial. Si la variable X es discreta, en algunas ocasiones, puede em-
plearse (X7,..., X,) como (Ni,..., Ni) y entonces k = n. Asf en el caso de
las tiradas de un dado, cada intervalo I; es equivalente a cada una de las
caras. Es por este motivo que algunos autores llaman a estos problemas es-
tudios de variables cualitativas, aqui se ha preferido hacer el énfasis sobre la
distribucién multinomial subyacente que se usa como verosimilitud.
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Ejemplo 8.2.1.1
Mendel postulé como probabilidades de aparicién de las distintas clases, los
valores que aparecen en la primera fila de la siguiente tabla:

LA RA LV RV
S 3 3 L
16 16 16 16

315 101 108 32

donde la tdltima fila son los valores observados para una m.a.s. de 556 elemen-
tos. Para contrastar la adecuacién de la hipétesis, con un tamano « = 0’1,
se tiene que mediante el método de la RV la regién critica es

RC = {—2111)\(”17 ""n4) 2 X§§0/1}

con

—2InA(n1,...,nq4) = —Zanln =048

=1 z/
y como X%.Oll = 6251 se mantiene la hipétesis nula.
Alternativamente mediante el método de la distancia de K. Pearson, la
region critica es

RC = {D* > x5}
con
D2 _ i (0i — E;)* _ (315556 2)? - (31 — 556 - )2
= B 556 - 1% 556 «
= 00162 + 0'1013 + 01349 + 02176 = 0’47

y como 0’47 no pertenece a la RC el contraste resulta también no significa-
tivo.

Se comprueba que

k . _ )2 k 2
fOER_$O

No obstante, es recomendable hacer la determinacién a partir del cuadra-
do de cada diferencia, para detectar cuél es la causante del rechazo, caso de
producirse éste.

Como se dijo al principio de esta Seccion, se aborda ahora el proble-
ma de ajuste a una distribucién parcialmente especificada, en la préctica
una situacién que se presenta con mayor frecuencia. Se emplears la notacién
p;i (01, ...,0,) para las probabilidades de los intervalos I; con el fin de resaltar
esta diferencia. En uniformidad con el caso anterior, todo se reduce a con-
trastar, a partir de los datos n; @ = 1, ..., k, la hipétesis nula Hy: provienen de
una multinomial de pardmetros n, p;(61,...,0,) i =1,...,k con k > r, frente
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a la hipétesis alternativa H;: provienen de una multinomial de pardmetros
n,p; 1=1,...,k.
Si se emplea el contraste de la RV se debe utilizar

SUp et (01, -0, 0.0 (01, ..., Or)

917"'7 T

)\(nl,...,nk) = o 1 h
Sup TP Py
PLyesPk
Para el cdlculo del denominador, se sabe que el supremo se alcanza para
pi = 7+ i =1,..k y para el numerador, hay que resolver en 61, ...,0, el
sistema

7

k
i ol _
2 p—i(ﬂf,l...,er) %pi(ﬁl, ceay 97) =0
j=1,..,r

FEn el caso de que exista regularidad suficiente, las soluciones de este
sistema p(f) maximizaran el numerador de la RV, con lo que la regién

critica ha de ser I
k . ‘
pi(9)
— A <
" {El l”i/”] _k}

y por los resultados asintéticos de la RV, bajo Hy, se sigue que

L
—2In A(ng,...,ng) — X%—l—r
ya que la hipdtesis nula tiene de dimensién r, mientras que Hy U H; tiene
de dimensién k — 1, (véase el Teorema 5.2.3.2).
Por lo tanto la regién critica viene dada por

RC = {)\(nl,...,nk) — 1] lfﬁl < k}

Alternativamente, se puede aplicar el método de la distancia de K. Pear-
son para lo que se introduce la cantidad

: I n
y si se pone \; = o) queda

Do(0).5) = (i = n0i(0)?
wO).0) = 2= 5

para ver que la analogfa con el Teorema 8.2.1.1, se mantiene también en esta
situacion se necesita el siguiente resultado asintético, cuya demostracién
puede verse en Cramér (1963) pag. 489. También ocurre como en el caso
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en que la distribucién estd totalmente especificada, los valores np;(f) son
las frecuencias esperadas de los inte/gvalos I; bajo la hipétesis nula, que se

estiman de manera natural por np;(6) por lo que el estadistico de contraste
es el mismo que el de la Expresién (8.2.2.1).

Teorema 8.2.1.2
Si (N, ..., Ng) ~ Multinomial(n,p1,...,pr), A es un intervalo de R" y
p; = pi(01,...,0,) i=1,...,k son funciones positivas y se cumple:
k — —
1) lei(H):l pi( 0
i=
2) las funciones pz(?) tienen derivadas parciales continuas
—

. 9 .
3) la matriz (%pz( 0 ))izl,.--,k es de rango 7
Jj=1,...r
entonces, se tiene asegurada la existencia de una raiz consistente del sistema

)>e>0 i=1,..k

k

Ni i ) B

z; pi(0) 00 i (0) =0
J

=1,..,r

a la que se notara por 6,,, y se cumple que

o~

-~ e NZ‘ — np; Gn 2
D2(p(Ba),pn) = 3 LI £ ya
i=1 np;(0n)

Ejemplo 8.2.1.2

Mediante un modelo genético, se supone que las probabilidades de 4 sucesos

son ($(2+6)),4(1-6),%(1—6),20) con 0 < 6 < 1. Para contrastar
4

la adecuacién del modelo a los datos (nq,n2,m3,m4) con n = > n;, puede
1

comprobarse que hay que resolver la ecuacién de segundo grado en 6
nb? + (ng —ny 4 2n9 +2n3)0 —2ny =0

y obtener su rafz entre 0 y i.
Los dos estadisticos tienen asintéticamente distribucion x3.

En la préctica aunque se ha dicho que la particién en los intervalos I;
puede ser arbitraria, es conveniente evitar valores muy pequefios en las fre-
cuencias de los mismos. Asi en las aplicaciones suelen tomarse los intervalos
A; para que las frecuencias esperadas sean mayores o iguales que 5, caso
contrario se procede a refundir intervalos adyacentes hasta conseguirlo. Esto
tanto para el problema de ajuste a una distribucién totalmente especificada
como a una parcialmente especificada.
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8.2.2. Homogeneidad entre varias muestras

Se trata de contrastar si m muestras (X1, ..., Xin,) @ =1,...,m provienen
todas de la misma poblacién. Mediante la determinacién de k intervalos y
de forma andloga al problema de ajuste, se construye la siguiente tabla:

I . I

ni - Nk | N1.
NMm1 - Nmk | Mm.
ny o n.k n

k m m k
donde n;. = lenij, nj = len,-j, n= lenl:; nj, t=1,..m j=1,..,k.
Lo que se contrasta realmente es la hipétesis nula Hy : cada (ni1, ..., ni)
se distribuye mediante Multinomial(n;.,p.1,...px) @ = 1,...,m frente a
la hipétesis alternativa Hj : cada (n1,...,n;;) se distribuye mediante la
Multinomial (n;., pi1, .-, Pik)-
Mediante el Teorema 5.2.3.2, adecuado a esta situacion, se tiene que

m
n M.k
sSup |:H kl_znk|:|p]_ y e D
. 1
P-15--P-k Li=1

)\(nu,...,nmk) = po
n;.! n
sup [H m} P P
P11,--,Pmk Li=1
por lo que la regién critica del contraste de la RV es

RC = )\(Tlu,...,nmk) =

es facil comprobar que p;; = Z—’: es el EMV bajo Hy y que Dj = Z—i] es
el EMV bajo H;. Alternativamente, la distancia de K. Pearson introduce la
cantidad

D*(pj,Dij) =

k
Z:: (pz] )2

con \;; = %’?, lo que puede escribirse como

nMs

2
nij — nln]/n)
D (P, pi .
4+ Dij) ZZUZI Yy

En este caso la hipétesis HyU H; tiene de dimensién m(k—1) mientras
que la hipétesis nula tiene de dimensién k& — 1. Aplicando el Teorema 8.2.1.2
se puede poner la region critica del test de la razén de verosimilitudes como

RC = {—2111 )\(’17,11, ,nmk) Z X%m—l)(k—l);a}'
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Tgual que en el caso del problema de la bondad del ajuste, se pueden
interpretar los valores n;.n.;/n como las frecuencias esperadas de la muestra
de tamano n;. en el intervalo I; bajo la hipétesis de homogeneidad, ya que al
ser la muestra de tamafo n;. dicha frecuencia esperada deberfa de ser n;.p.;,
valor que puede ser estimado por n;.p.; con ﬁj:%i el valor del estimador
de méxima verosimilitud bajo la suposicién de verosimilitud multinomial
que implica la hipétesis nula.

La regién critica bajo el método de la distancia de K. Pearson puede
escribirse en la forma

—nin./n)?

{m k(ni'
ro= {55

i=1j=1 nin.j/n

= X?m—l)(k—l);a}

El enunciado que establece la distribucién asintética de este test puede
verse en Cristébal (1995), pdg. 627.

Por el mismo motivo que en el caso del problema del ajuste a una dis-
tribucién, siempre que sea posible se refundirdn los intervalos I;, para con-
seguir que las frecuencias sean mayores o iguales que 5.

Si la poblacién es una variable aleatoria discreta, se pueden tomar los
intervalos I; como los valores que toma la variable.

Ejercicio 8.2.2.1
El estudio del grupo sanguineo de 353 individuos de la comunidad C; y de
364 de la comunidad Cb, dié los siguientes resultados:

grupos
0 A B AB
Cy (121 120 79 33 | 353
Co | 118 95 121 30 | 364
239 215 200 63 | 717

Para contrastar la homogeneidad respecto a los grupos sanguineos de
las dos comunidades, con un nivel de significacién « = 0/05, se tiene que los
estimadores de MV, con distribucién multinomial, bajo la hipétesis nula son
Py = nTJ y bajo la hipétesis alternativa los estimadores, con distribucién
multinomial, de las probabilidades de los grupos son diferentes en ambas

comunidades y valen p;; = —**. Por lo que se tiene
i

Hy : 0'333,0'2999, 0/2789, 0/0879
Hy : 0'3428,0'3399, 0/2238, 00824
03242, 02610, 0'3324, 0'0824

Mediante el método de la RV

n ) 4 -
)\(7111, ...,n24) = H ]/9\7;]/ H ﬁ?j”
j=1 i=175=1
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v la regién critica es
RC = {*2 In )\(77,11, ey n24) > X§;0/05}

el valor del estadistico es 2(930'0864 — 924'1808) = 11’8112 y como X§;0'05 =
7’815 se rechaza la hipétesis nula.

Mediante el método de la distancia de K. Pearson, el valor del estadistico
es

121 — 353 - 239/717)? (30 — 364 - 63/717)?

DQ::( .
353 - 239/717 et 364 - 63/717

=11"74

por lo que también se rechaza la hipétesis nula al ser 11'74 > 7'815.

8.2.3. Tablas de contingencia

Se supone que se tiene una m.a.s. correspondiente a una v.a. bidimen-
sional (z1,y1), .-, (Tn,Yn) ¥y se trata de contrastar la hipétesis nula Hy: las
dos variables son independientes, frente a la hipétesis alternativa Hp : las
dos variables no son independientes. Dividiendo en intervalos el recorrido de
las v.a. respectivas, se obtienen los sucesos A; i =1,...m y B; j=1,...,k,
con lo que se construye la siguiente tabla:

B By

Ay | ni1 - nag | no

Ap [ 1 - Nk | e
n.1 e n.k n

donde los valores n;; son el nimero de elementos en la muestra contenidos
en el suceso A; x Bj, y los restantes elementos son

k m m k
ni.:Znij n.j:Znij n = Zni.:Zn.j
j=1 i=1 =1 j=1

La hipétesis nula de independencia, viene caracterizada por Hg : (111, ..., Myk)
se distribuye como una multinomial Multinomial(n, p1.p.1, ..., Pm-p.k) frente
a la hipdtesis alternativa Hy : (n11, ..., unk)  tiene distribucién Multinomi-
al(n, P11, -, Pmk)-

La hipétesis nula tiene dimensién m—14+k—1 mientras que la hipétesis
alternativa tiene de dimensién mk — 1. La RV viene dada por

n! n n
sup —nu!__.nmk!(pl‘p.l) 1 (pmp.g)mk
\ DL PP, Plk
(nlla anmk) - n! 711 Tk
sup n11!...nmk!p11 pmk
P11;--sPmk
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Es fécil ver que

n; o N ‘ .
pm = ZJ Di- = X pj = —, z:l,...,m, 7 :1,...,]€
n n n
con lo que, de acuerdo con el Teorema 5.2.3.2 la regién critica del test de

la RV es

m k ﬁzﬁj 9
RO= 9 =223 3 nij 0= > X(y1)(k-1)0

Alternativamente, se puede utilizar el método de la distancia de K. Pear-
son mediante la cantidad

o~~~

k
D? (pzp],pw) E (1/72\@_@])2

uMg

con \,; = = con lo que queda en la forma
J Pi-D-j

Njj — N4.M.5 TL2
Zki( /1)

D2 I/)\ﬁ\vz/)\
(Z J l]) = nln]/n

nMs

lo que lleva, de acuerdo con el Teorema 8.2.1.2 adecuado a esta situacion, a
la region critica

(nij — nin.;/n)?
{Z Z . . > X?m—l)(k—l);a

== ni.n.j/n

Los valores n;.n.j/n son las frecuencias esperadas bajo la hipétesis nula,
ya que el nimero esperado de observaciones del suceso A; x B; en la muestra
es np;.p.;, los valores desconocidos se sustituyen por sus estimadores de MV
Di. ¥ D.j respectivamente.

Ejemplo 8.2.3.1
Para contrastar la independencia entre los turnos y las lineas de produccién
de una factoria, se dispone de los siguientes datos

Turnos

Lineas | 1 2 3
1 10 12 13
2 14 9 12

Si se quiere contrastar la independencia entre ambas variables con un
nivel de significacién o = 0’05, se tiene que mediante el método de la razén
de verosimi- litudes, la regién critica es

i=1j=1 Dij

2 3 DiD.i
RC ={ =23 % nijln =2 > x3,405 = 5991
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y como

2 3 B

Di-D-j 35 24 10

-2 In—=>=-2¢10(In—= - —= —In—
i;j;njn Dij { <n70 70 70 +

35 25 | 12 ,

es menor que 5’991, se mantiene la hipétesis nula.
Por otro lado mediante el método de la distancia de K. Pearson, la regién
critica es de la forma

2 3 DiDei
RC={-2% Y n;ln ﬁ—f > X305 = 5991

i=1j=1 ij

donde ) )
(10 _ 35‘24) (12 - 35~25)
70 70 _ 1/
3554 +..+ 555 =114
70 70

con lo cual se acepta también la hipd6tesis nula.
[

Es importante tener en cuenta a la hora de trabajar con tablas de contin-
gencia, el siguiente hecho, tomado de DeGroot (1988) pdg. 521, que recibe el
nombre de Paradoja de Simpson. Consiste en que en el estudio de tablas de
contingencia, puede ocurrir que no se obtenga la misma conclusién de una
tabla que se disgrega en varias tablas de la misma dimensién o reciproca-
mente, que de varias tablas de las que se saca una conclusién al agregarlas
en una sola se obtenga la conclusién contraria.

Ejemplo 8.2.3.2

Se realiza un experimento, para comparar un nuevo tratamiento de cura de
cierta enfermedad con el tratamiento estdndar, y se obtienen los siguientes
resultados:

Con todos los pacientes | Mejoran No mejoran
Nuevo tratamiento 20 20
Tratamiento estdndar 24 16

De los datos parece desprenderse que las dos poblaciones no son ho-
mogéneas y que el tratamiento estdndar era mejor.

Si se realiza el mismo analisis, pero por separado para hombres y mujeres
se obtienen los resultados

Hombres Mejoran No mejoran
Nuevo tratamiento 12 18
Tratamiento estdndar 3 7

Mujeres Mejoran No mejoran
Nuevo tratamiento 8 2
Tratamiento estdndar 21 9
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aqui se observa que el porcentaje de mejoras con el nuevo tratamiento es
més alto en ambos casos.

La explicacién de la paradoja es que las mujeres se recuperan, con el
nuevo tratamiento o sin él, en un porcentaje mds alto que los hombres.
Aunque se han analizado tantos hombres como mujeres, 40 de cada, una
alta proporcién de mujeres y una baja proporcion de hombres recibieron el
tratamiento estdndar con lo que el efecto del tratamiento es enmascarado
por el efecto debido al sexo, entre los hombres a 30 se les di6 el tratamiento
y a 10 no; mientras que en las mujeres es justo al contrario.
|

Para evitar este tipo de situaciones hay que recurrir a utilizar no el
mismo nimero de elementos sino el mismo porcentaje.

8.3. APLICACIONES DE LOS ESTADISTICOS
ORDENADOS

En la linea de lo dicho en la introduccién de este Capitulo, se estudia
el comportamiento de algiin método de distribucidn libre, se dice que un
estadistico tiene distribucién libre cuando su distribucién, no depende de
la distribucién de la poblacién. La tinica suposicién que se hace es que la
funcién de distribucién de la poblacién sea una funcién continua. A conti-
nuacion se estudian los intervalos de tolerancia, cémo determinar intervalos
de confianza para los cuantiles de la poblacién y la manera de contrastar
hipdtesis sobre los cuantiles de la poblacion.

8.3.1. Intervalos de tolerancia

Con frecuencia en procedimientos industriales se estd interesado en es-
timar un amplio porcentaje de la distribucién que sigue el proceso de fa-
bricacién. Para fijar ideas se supone que se estdn fabricando una clase de
tuercas por una maquina. Las tuercas han de tener una longitud de 2 cm
pero puede permitirse, pues son utilizables todavia, que la longitud de las
mismas esté entre 1’99 y 2’01 cm. Tiene interés el determinar mediante una
muestra de tamafio n dos funciones L;(Xq,...,X,) y Ls(X1,...,X,) tales
que la probabilidad de que la v.a. X, longitud de las tuercas producidas, esté
entre dichas funciones sea suficientemente alta. Mds precisamente se trata
de, fijados dos valores préximos a 1, p y 1 —a determinar las funciones para
que se cumpla

(8.3.1.1)  P{P{L/(X1,...X,) < X < Lg(X1,..., X))} > p} > 1—a.

Si el intervalo (Ly(Xi, ..., Xpn), Ls(X1,...,X,)) estuviera contenido en
el intervalo (1’99, 2/01) se aceptarfa como correcto el proceso de fabricacién
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y caso contrario se rechazarfa y se harfa revisar la maquina. El proble-
ma es que para satisfacer (8.3.1.1) se necesita conocer la distribucién de la
poblacién X. Una solucién es tratar de determinar L;(X7,..., X,) = X
Ls(Xy,...,Xn) = X(5) con r menor que s tales que

P{P{Xp) <X <Xglzpt=1l-a
o lo que es lo mismo
P{F(X(s)) — F(X(p) 2pt 21— o

Como F(X(5)) = F(X()) = Cry1+...+Cs donde C; es el recubrimiento
de orden i (véase la Seccién 1.6.3), por ser la distribucién de una suma de
recubrimientos funcién sélo del niimero de sumandos, se trata de determinar
Ty S para que

P{F(X(Tfs)) 2]9} >1l-«

o lo que es lo mismo
P{F(X('rfs)) < p} Sa

para lo que ha de cumplirse

n
(8.3.1.2) > pifa
1=r—s
con p; las probabilidades correspondientes a una v.a. Binomial(n, p).

En resumen un intervalo de tolerancia de coeficiente 1—a es (X, X(y))
si se verifica que contiene, entre sus extremos aleatorios al menos un por-
centaje del 100p % de la distribucién de probabilidad de la poblacién con
la que se haya obtenido la muestra. Para su determinacién basta despejar
r —s de la Ecuacién (8.3.1.2) o, alternativamente de la Expresién

s—r—1
opi>l—a
i=0
Ejemplo 8.3.1.1
Para determinar un intervalo de tolerancia de coeficiente 1 — o = 0’8, que
cubra el 50 % de la probabilidad de la v.a. X, con m.a.s. de tamafnio n = 5,
se emplea la distribucién Binomial(5,0’'5) con lo que se tiene:

Di F(x)
0’0312 | 0’0312
0’1562 | 0’1874
0’3125 | 0’4999
0’3125 | 0’8124
0’1562 | 0’9686
0’0312 | 0’9998

U W N~ O
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y como
3
S pi=0'8124 > 0'8
i=0
ha de ser s — 7 —1 = 3 cuya tnica solucién compatible con el tamano
muestral n =5 esr =1y s =r+4 =25 por lo que el intervalo de
tolerancia pedido es (X(1), X))

Se observa, que si se toma de coeficiente 1 —a = 0'9 y p = 0’5 no se
puede determinar un intervalo de tolerancia con muestras de tamano 5 ya
que entonces s —r —1=4 y s=7r+5 que parar =1 da como s =6, un
valor superior a 5.
|

En la prdctica, suele ser mds interesante fijar p y o y determinar el
minimo valor n para el cual (X(1), X(,)) sea un intervalo de tolerancia de
nivel 1 — a para un porcentaje p de la distribucién. Se trata entonces de
despejar n de la Expresién

Pn-1+pn < .

Asi, en el caso del ejemplo de las tuercas que ha servido de introduccién,
se puede concretar la peticién, en determinar el menor valor n a partir del
cual se tenga

P{P{X1) < X < X} > 0’8} > 099
con lo que se trata de obtener el menor valor de n para el cual
Pn—1 +pn S 0/01
Se observa que con
n =30, pp—1 + pn = 0'0012 + 0'0093 = 0’0105 % 0’01
n =31, pr_1+ pn = 0'0010 4+ 0’0077 = 00087 < 001

luego se deberdn observar 31 tuercas y aceptar el lote si el intervalo (X(1), X(31))
estd contenido en el intervalo (1'99,2'01).

Ejemplo 8.3.1.2

Si se quiere determinar el tamano muestral n que ha de tomarse, para que
con probabilidad 0'90 se cubra un porcentaje del 99 % de la distribucién
de la v.a., basta obtener el minimo n para que sea pg+p1 + ... +pp_2 > 09
con p; las probabilidades correspondientes a una v.a. Binomial(n,0'99). Ha
de verificarse que P{X <n — 2} > 0'9 o equivalentemente

P{X np < n—Q—np} :P{Zg n 2—np}

N7 N7 N7

siendo Z una v.a. N(0,1). Asf de las tablas de la v.a. N(0,1) (véase la Tabla
3) se obtiene %/%Zp = 1’29 con lo que la resolucién de la ecuacién de
segundo grado conveniente, permite obtener de manera aproximada que ha
de ser n > 185.
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8.3.2. Intervalos de confianza para los cuantiles

La siguiente aplicacién a estudiar dentro de los métodos no paramétri-
cos es la determinacién de intervalos de confianza para los cuantiles de la
poblacién. Si se supone que la poblacién X se distribuye con una funcién
de distribucién continua F', el cuantil de orden p es el minimo valor k, tal
que F(kp) = p. Se pretende encontrar r y s tales que s > r verificando

P{Xpy <k <X@}=21-a
si se aplica F' a las desigualdades, se tiene que
P{F(Xy) <p< F(X(y)} >1-a.

Ahora bien, como la variable F(z) tiene distribucién uniforme, esto
equivale a que

(8.3.2.1) P{Uwn <p<Uygl>1-a

siendo U,y y Ugs) los correspondientes estadisticos ordenados de la dis-
tribucién Uniforme(0,1). Esta expresion es independiente de cual sea la
funcién de distribucién de la poblacién.

Alternativamente, la Expresion (8.3.2.1) se puede escribir como

n n
P{Uuy <pt = P{U <pt=2pi— 2 pj
i=r j=s

donde p; son las probabilidades correspondientes a los valores que toma la
v.a. Binomial(n,p). Basta entonces, dado 1 — « préximo a 1, determinar r
y s para que se cumpla

s—1
Ypizl-a
=

como es mds sencillo, normalmente se determinan resolviendo el sistema,

et <2
(8.3.2.2) R }

Ps+ ot P <8

También tiene sentido, como en el caso de los intervalos de tolerancia,
preguntarse por el menor tamano muestral para el cual (X 1), X (n)) es un in-
tervalo de grado de confianza 1 —«;, la particularizacién del Sistema (8.3.2.2)
a este caso, viene dada por po <5 vy pn < 3.

Ejemplo 8.3.2.1
Para m.a.s. de tamanio 10, un intervalo de grado de confianza 0’9 para la
mediana de la poblacién, que se corresponde con p = 05, es el (X(g), X (9))
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ya que de acuerdo con las tablas de la distribucién Binomial si X ~
Binomial(10,0'5) se tiene

P{X =z} | F(x)
0’0010 0’0010
0’0098 0’0108
0’0439 0’0457

N = O8

luego mediante el Sistema (8.3.2.2), al ser F'(1) < 0’05 ha de cumplirse que
r—1=1, de donde r = 2, y, por la simetria de la Binomial parap = 0'5 es
s=09.

Ejemplo 8.3.2.2
El menor valor n tal que el intervalo (X(l),X (n)) contenga a la mediana
de la poblacién con probabilidad mayor o igual que 0'9 es 5, ya que, de
las tablas de la Binomial(n,0’5), la primera vez que se satisfacen a la vez
po < 005 vy p, <005 esconn=>5.

Se puede repetir el enunciado y determinar el menor valor de n, tal que
(X(2); X(n—1)) sea un intervalo de grado de confianza 0’9 para la mediana.
Esta vez las Ecuaciones (8.3.2.2) se reducen a

po +p1 < 005
Pn—1+Pn < 0’05

y debido a la simetria, la primera ecuacién es suficiente y es satisfecha por
primera vez para n = 8, con pg + p1 = 0'0351, por lo que el intervalo es el

(X(2), X(7))-

8.3.3. Contrastes de hipétesis sobre los cuantiles

Suponiendo que la poblacién tiene funcién de distribucién continua, se
trata de contrastar la hipdtesis nula Hg : k, = k de que el cuantil de orden
p es k, es decir F(k) = p. Las posibles hip6tesis alternativas y las regiones
criticas, quedan recogidas en la Tabla 8.3.3.1.

Hy H Regién Critica
kp:k kp>k‘ X(r)>k
k‘p <k X(S) <k

kp#k‘ X(T)>kéX(s)<k con r>s

Tabla 8.3.3.1. Regiones criticas para contrastar que el cuantil de orden p
de una poblacion es k.

Si la muestra es compatible con la hipétesis nula el 100p % de las obser-
vaciénes deberian ser menores que k y las restantes 100(1 — p) % mayores
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que k. Por el contrario si hay muchas observaciones por encima de k, pre-
sumiblemente serd k, > k; el que haya muchas observaciones por encima de
k se detecta mediante X(,) > k con r razonablemente pequeno. La deter-
minacion de r, se hace a partir del tamano « deseado para el contraste, asi
si se quiere que

P{X(T) > k|H()} <a

aplicando F', ha de cumplirse que
P{F(X(+)) > F(k) = p|Ho} < o

0, lo que es lo mismo,

r—1
P{Uq) >pt =1-P{U,) <p} = ;)pi <a,

donde, Uy, es el estadistico ordenado de orden r de una muestra de una
poblacién con distribucién Uniforme(0,1) y p; las probabilidades co-
rrespondientes a una v.a. Binomial(n,p).

Una manera alternativa de realizar este contraste consiste en construir
la muestra X7 — k, ..., X, — k y contabilizar ahora el nimero de diferencias
positivas existentes. Bajo la hipétesis nula, la probabilidad de obtener una
diferencia positiva es

P{X;>klH}=1-F(k)=1—p

y el nimero de diferencias positivas, bajo la hipétesis nula, es una v.a.
Binomial(n,1 — p). Se puede entonces, trabajar con la variable niimero de
diferencias positivas en lugar de con X(,) . Este test serd desarrollado con
mds detalle mds adelante en la Seccién 8.4.2.

Ejemplo 8.3.3.1
Se pretende contrastar, a un tamafio de 0’1, que la mediana de una distribu-
cién continua es 2 frente a que es mayor. Se obtiene la muestra

-3,—6,1,9,4,10,12.
La regién critica es de la forma
RC = {X(r) > 2}

donde r se obtiene de )
—

>opi <01
i=0
siendo p; las probabilidades de la v.a. Binomial(7,0'5) (véase la Tabla 8.3.3).
Esto lleva a que r = 2 ya que po = 0'0078, pg+p1 = 000625 y po+p1+
po = 0'2266. Para la muestra dada es X(2) = —3, que no es mayor que 2,
luego X2y no pertenece a la region critica y se mantiene la hipdtesis nula.
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Alternativamente, el nimero de signos positivos en la muestra X; — 2,
es una v.a. Binomial(7,p), en la que p = P{X > 2} = 0'5. Se rechaza
la hipdtesis nula hacia la hipdtesis alternativa, cuando el nimero de signos
positivos sea muy grande, es decir, la regién critica es de la forma

RC = {ndimero de signos positivos > k}

y para la determinacién de k se emplea
n
0'1 = P{ntimero de signos positivos >k} = > ¢;
i=k

con ¢; las probabilidades correspondientes a la Binomial(7,0'5); luego ha
de ser k = 6. Como el nimero de signos positivos es 4, se mantiene Hy.

Obsérvese que es equivalente decir que el nimero de signos positivos es
superior a 6 a que X () es mayor que 2.

8.4. PROBLEMAS NO PARAMETRICOS RELA-
TIVOS A UNA MUESTRA

Estos problemas se dividen en dos grupos claramente diferenciados: los
relativos a la bondad del ajuste y los problemas de localizacion.

Los primeros son andlogos a los problemas estudiados en la Seccién 8.2
relativos a la distribucién multinomial, tratados mediante los tests de la
x?2, pero difieren de ellos en que se trabaja con funciones de distribucién
continuas. Este primer grupo de problemas estd basado en la introduccién
de los estadisticos de Kolmogorov-Smirnov.

En el segundo grupo, los problemas de localizacion, se trata de realizar
tests sobre los cuantiles de la poblacién y bdsicamente se supone, ademéds
de la hipétesis de continuidad de la funcién de distribucion, la hipétesis de
simetria de la misma. En concreto se van a estudiar el contraste de los signos
y el contraste de los rangos signados o de Wilcozon.

8.4.1. Contrastes de Kolmogorov-Smirnov para una muestra

Dada una m.a.s. de tamafio n de una poblacién X con funcién de dis-
tribucién F'(z) continua se ha definido (véase la Definicién 1.4.1) la funcién de:
distribucién empirica o muestral mediante F};(z) =+ si z) <@ < z34)
coni=0,1,...,n donde aqui se anade por convenio () = —00 y T(py1) =
400. Se introducen los siguientes estadisticos.
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Definicién 8.4.1.1 (Estadisticos de Kolmogorov-Smirnov)
Se llaman estadisticos unilaterales de Kolmogorov-Smirnov a

Dy = sup(Fy (z) — F(x))

Dy = sup(F(z) — Fy(2))

y estadistico bilateral de Kolmogorov-Smirnov a
D,, = sup|F(z) — F(x)|.
xT

El teorema de Glivenko-Cantelli (véase el Teorema 1.4.7), asegura que
F}(x) converge a F(z) uniformemente con probabilidad uno. Por lo tanto
la magnitud de las diferencias entre F,f(z) y F(x), proporciona informacién
de la compatibilidad entre la muestra y F(x).

Proposicién 8.4.1.1

Para m.a.s. de tamano n de una poblacién X con funcién de distribucién F
continua, la funcién de distribucién de los estadisticos D;, D, y de D,, no
depende de F'.

Demostracién: Recordando que z(g) = —00 y Z(,41) = +00, se puede
poner
I i
D;” = méax sup — — F(x)
0<isn g <z<w(ipr) \T
Como en el intervalo [Z(,), Z(,41)) la funcién 1 —F(z) es positiva o nula

y sup (% — F(z)) =+ — F(z(;) se tiene que
T (i) ST<T(41)

+ _ 4 i
(8.4.1.1) D) = 112%Xn (E — F(m(i))>
como F(X(;) = U es el estadistico ordenado de orden i de una muestra
de la v.a. Uniforme(0,1); es claro que esta expresién no depende de la
distribucion F.

Andlogamente
D, = max su F(z)— %
n 0<i<n I(i)§$§2(i+l)( ( ) n)
(3.4.12) = mix (Flag) - £)
— 4 . _ d
= mix (Flew) - 5)

sin mds que observar que en el intervalo [z(g), (1)) la diferencia F(x(Hl))—%
es positiva o nula.
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Por tltimo al ser D,, = max{D;’, D, } se sigue que la distribucién de los
tres estadisticos es independiente de la funcién de distribucién F'.

Se puede entonces enunciar esta proposicién diciendo, que los estadisticos
de Kolmogorov-Smirnov tienen distribucion libre (véase la Seccién 8.3).
|

Se ha dado esta demostraciéon porque permite obtener la expresién que
se utiliza para el cdlculo de estos estadisticos en las aplicaciones. Existe un
procedimiento mds sencillo de prueba mediante el paso de la variable X a
la variable U = F(X) que tiene distribucién uniforme, en concreto para D,
se tiene

Dy = sup|Fy(z) - F(2)| = zttpl)\FZ(Ffl(U)) — F(F~'(u))|

= sup [F(F ™ (u) —ul
u€e(0,1)

n° de X;<k
n

y por ser Fr(k) = se sigue que

. n°de X; < F1(u n° de F(X;) <u
Fy(py) = ST (W) 07 de LX)

con lo que
D, = sup |G} (u) —ul
ue(0,1)

donde G7 (u) es la distribucién empirica correspondiente a una m.a.s. de
tamano n de una poblacién uniforme. Por tanto D,, tiene distribucién inde-
pendiente de F'.

El mismo tipo de razonamiento es aplicable para D;" y D, .
|

La distribucién exacta de estos estadisticos queda recogida en el siguiente
teorema.

Teorema 8.4.1.1
Para una poblacién, con funcién de distribucién continua y para m.a.s. de
tamano n es

0 si 2<0

fl zfmax{"_,zo}
: fmax{z—z 0} f ax{ 1 duldu? dun ldun
1 siz>1

— 2,1 = 1,2,...,n}

P{D} <z} = si0<z<1

Demostracién: En virtud de la Expresion (8.4.1.1)

<2 = - — >
P{Dn ~ Z} P {fg&xﬂ( U(z)) } {U(z) =

S|
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Dado que la funcién de densidad del estadistico ordenado de una poblacién
uniforme es

fur, ..

) = nl si 0<uyy <wu<..u, <1
0 resto

(véase el Teorema 1.6.1.1), se obtiene inmediatamente la expresién del enun-
ciado.
|

Para D, , usando un razonamiento anilogo y a partir de la Expresién
(8.4.1.2), se puede ver que éste tiene la misma distribucién que D;’. Encon-
trar ahora la distribucién del maximo, al menos desde un punto de vista
tedrico, es viable y por lo tanto se conoce la distribucién de D,,.

Las distribuciones asintéticas de estos estadisticos fueron obtenidas por
Kolmogorov (1933, 1941) y por Smirnov (1939, 1948), quien di6 una demostracién
mds sencilla y generalizé el problema al caso de dos muestras.

La utilizacién de estos estadisticos, para contrastar si una m.a.s. proviene
de una distribucién totalmente especificada Fy(z), queda recogida en la
Tabla 8.4.1.1

Hy Hy Regién Critica
F=F, F#F@ Dn>dn,a
F>F  Df>df,
F < Fy D, >d,,

Tabla 8.4.1.1. Regiones criticas del test de Kolmogorov-Smirnov
para una muestra.

Si por ejemplo la hipétesis alternativa es que, F(z) > Fy(x) existiendo
algin valor para el que la desigualdad sea estricta, resultard que cuando Hy
sea cierta F*(z) serd aproximadamente igual a Fyy(z), para todo z, y D, serd
pequedio. Por el contrario bajo la hipétesis alternativa F)f(z) se aproximard
a la verdadera funcién de distribucién de la poblacién F' que al ser mayor
que Fy hard que aparezcan valores més altos de D, por lo tanto la regién
critica habra de ser de la forma

RC = {DI > k}.
La determinacién de la constante se obtiene de
P{RC|H0} S (&%

con lo que ha de ser k = d;f ,. De manera andloga se justifican los restantes
valores.

Los estadisticos de Kolmogorov-Smirnov se emplean también para de-
terminar una banda de confianza 1 — « para la funcién de distribucién de
la poblacién.
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Dados 1 — a y n, se puede obtener, véase la Tabla 7 en el Apéndice al
final del libro, el valor d, , para el que se cumple que

(8.4.1.3) P{D, <dpo}>1—a.

Normalmente, se fija un valor € suficientemente pequeno y se toma el
menor tamano muestral para el que se tiene (8.4.1.3) con € = dp . En
cualquier caso

Psup| £y (z) = Fo(x)| < dn.a}
= P{z: |F;(z) — Fo(z)| < dna}
= Plo: Fy(2) — dya < Folw) < F (@) + dna}
con lo que al ir variando z, la banda
max {F(z) — dn,a, 0}, min {F}; (x) + dp q, 1}]

tiene una probabilidad mayor o igual que 1 — a de contener, para cualquier
x, al valor Fy(x).

Ejemplo 8.4.1.1
Se desea contrastar si la siguiente coleccién de nidmeros

20, 88, 89, 69, 50, 77, 98, 56, 6, 41

es una m.a.s. de la Uniforme(0,100), con un tamano de o = 0'1. Se puede
construir la siguiente tabla:

29 | 3 Polew) 3-Folen) 57 Folee) = 5
6 [01 006 000 0°06
20 |02 020 0 01 0'10
a |03 oa o 02 o2
50 |04 0750 010 03 020
56 | 05 056 006 04 016
69 | 06 069 009 05 019
9|07 079 009 06 019
88 |08 0788 008 07 018
89 |09 089 001 08 009
98 | 1 008 009 09 008

Aplicando la Expresién (8.4.1.1) se obtiene para D} = 0/04 y mediante
(8.4.2.2) es D;; = 0'21, de donde D,, = 0'21. La region critica serd

RC = {Dn > dn,O’l}

y de la Tabla 7 se tiene que djg,nr1 = 0'369. Como el valor del estadistico
es D, = 0’21, éste no pertenece a la regién critica y, por tanto, se mantiene
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la hipdtesis de que los nimeros tienen distribucién uniforme. De hecho el

p-valor es 0'769.

Para determinar una banda de confianza con 1 —a = 0’9 para Fy, basta,
de acuerdo con la Tabla 7 del Apéndice, con sumar y restar el valor 0’369 a
la funcién de distribucién empirica, con lo que se obtiene la Figura 8.4.1.1.

6 20 41 50 56 59

Figura 8.4.1.1. Banda de confianza de probabilidad 0'9 para el
Ejemplo 8.4.1.1

Una generalizacién natural de este contraste, es al caso en que se esti-
men pardmetros de la funcién de distribucién Fy a partir de la muestra,
en este contexto, se debe trabajar con un nivel de significacién més bajo
que el utilizado cuando los pardmetros no se estiman a partir de la muestra.
Asi para la distribucién normal, cuando se estiman los pardametros iy o2,
a partir de la muestra mediante Z y s2, el problema est4 resuelto. Lilliefors
(1967) investigé las propiedades del test de Komogorov-Smirnov modifican-
do, mediante simulacién, los niveles criticos del contraste, que pueden verse

en la Tabla 8.

Ejemplo 8.4.1.2

Para verificar el ajuste de los 20 datos siguientes a una distribuciéon normal,
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con un nivel de significacién de 0'05.

86 93’7 106 101’3 88 103’1 96’7 91’2 79 1079
109’8 101’9 100’7 99’1 104’6 883 93 106’9 112’2 1172

se estiman los pardmetros i =T = 99’345 & =s5=976 y se construye la
tabla siguiente:

zoy | £ Folew) E—Folee) =L Fy(eg) - =1
79 0’05 0’019 0’031 0 0’019
86 0’10 0’086 0’014 0’05 0’036
88 0’15 0’128 0’027 0’10 0’023
88’3 | 0°20 0’129 0’071 0’15 -0°021
91’2 | 0’25 0’202 0’048 0’20 0’002
93 0’30 0258 0’042 0’25 0’008
93’7 | 0’35 (0282 0’068 0’30 -0’018
96’7 | 0’40 0’393 0’007 035 0’043
99’1 | 0’45 0’490 -0’040 0’40 0’090
100’7 | 0’50 0’555 -0’055 045 0’105
101’3 | 0’55 0’579 -0’029 0’50 0’079
101°9 [ 0’60 0’603 -0’003 0’55 0’053
103’1 [ 0’65 0’650 0 0’60 0’050
104’6 | 0’70 0’705 -0’005 0’65 0’055
106 | 0’75 0’762 -0°012 0’70 0’062
106’9 | 0’80 0’781 0’019 0’75 0’031
107’9 | 0’85 0’810 0’040 0’80 0’010
109’8 | 0’90 0’858 0’042 0’85 0’008
112°2 [ 0’95 0’906 0’044 0’90 0’006
1172 1 0’966 0’034 0’95 0’016

El valor del estadistico de Kolmogorov-Smirnov es Doy = 0'105, ya que
D3y = 0071 y Dy = 0'105. De la Tabla 7 es dag.05 = 0'294, que pasa
a ser dag,005 = 0'192 si se tiene en cuenta la modificacién de Lilliefors, ver
Tabla 8. Como 0’105 no pertence a la regién critica, se acepta la hipétesis
de normalidad.
|

Como ya se ha estudiado, el contraste de normalidad, puede hacerse
también mediante el test de la chi-cuadrado, un argumento a favor del test
de Kolmogorov-Smirnov, bajo normalidad, puede verse en Kac, Kiefer y
Wolfowitz (1955), y consiste en que a tamanos muestrales grandes, el test
de Kolmogorov-Smirnov tiene mayor potencia.

8.4.2. Contrastes de localizacion

En la seccién anterior se ha tratado el problema del ajuste a una distribu-
cioén totalmente especificada, frecuentemente no es necesario conocer toda la
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funcién de distribucién sino que basta con alguna caracteristica de ésta, por
ejemplo, si se puede suponer que el fenémeno bajo estudio sufre tinicamente
una translacién en la distribucién pero su forma se mantiene exactamente
igual. En estos casos, bastard con hacer hipdtesis sobre el cuantil de or-
den p para tener asegurada la adecuacién entre la muestra y la funcién de
distribucion.

Se van a estudiar dos tipos de contrastes adecuados a esta situacion:
el test de los signos, vdlido para cualquier cuantil, y el test de Wilcoxon
o de los rangos signados, que a costa de utilizar una mayor cantidad de la
informacién contenida en la muestra, sélo es véalido para contrastar hipétesis
sobre el cuantil de orden 0’5, la mediana.

Test de los signos.

Se supone que la funcién de distribucién de una v.a. es continua, y se
pretende contrastar si su cuantil de orden p es un nimero conocido k, es decir
si es F(k) = p. Si se resta a los valores de la muestra el valor conocido a
contrastar k, la v.a. Y nimero de diferencias positivas (o de signos positivos)
en x1—k, ...., tp—k bajo la hipétesis nula, tiene distribucién Binomial(n, 1—
p), ya que la probabilidad de éxito es

P{X-k>0l=1-P{X<k}l=1-p.

Un nimero de diferencias positivas bajo, indicard que el cuantil serd
menor que el valor a contrastar, por el contrario, si el nimero de diferencias
positivas es alto, el cuantil serd mayor que el valor k£ que se ha supuesto. Los
diferentes contrastes que se pueden realizar quedan recogidas en la Tabla
8.4.2.1.

Hy H, Regién Critica
ky=k k,>k Y>¢
ky <k Y<c

k, # k Y>c0Y <cp (conec > )

Tabla 8.4.2.1. Regiones criticas del test de los signos.

La existencia de valores iguales a k, que aunque es un suceso de proba-
bilidad cero puede darse en la practica, se tratan eliminando este valor de la
muestra si es dnico. Si ocurre pocas veces, se asignan arbitrariamente signos
positivos y negativos, en la esperanza de que esto no modifique sustancial-
mente las caracteristicas del test. La presencia en la muestra de varios valores
iguales a k invalidaria la hipétesis hecha, de que la funcién de distribucién
es continua, al menos en el valor k.
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Para la determinacion de las constantes ¢; y co se utiliza la distribucién
Binomial, asi en el primer caso, ¢; ha de ser tal que

n
a>P{Y>c|Ho} = ) pi
>c1

donde p; = P{Y =i} conY ~ Binomial(n,1 — p).
En el contraste bilateral, las constantes ¢; y co se determinan a partir
de las expresiones

PLY > c1|Hp} < % P{Y < c3|Ho} <

| Q

Si el tamafio muestral es grande, se pueden utilizar las aproximaciones
usuales para la binomial; por ejemplo mediante la aproximacién normal se

puede emplear para Y la distribucién N(n(1 — p), /n(1 — p)p).

Ejemplo 8.4.2.1
Se postula que los alumnos de una determinada materia, de un curso en un
colegio, han de obtener una calificacién de manera que el cuartil de orden 1
sea igual a 3'5. Si éste es menor, se concluye que el aprovechamiento ha sido
poco satisfactorio. Se dispone de las calificaciones de 12 alumnos tomados
al azar y éstas son

4’5, 1, 3,85, 4, 0'5, 5’5, 8, 2, 2'5, 45, 6.

Se trata de contrastar la hipétesis nula Hy : kgios = 3’5 frente a la
hipétesis alternativa Hj : kyos < 3’5, con un nivel de significacién o = 0’1,
la regién critica es de la forma {Y < ca}.

Dado que Y tiene distribucién aproximada N (12-0'75,v/12 - (/75 - (/25),
al tipificar la v.a. queda

-9
PIY <o} = Pz < 220
siendo Z una v.a. N(0,1), de donde ?759 = —1'2815 y por tanto ca =

7'0777.
La region critica es RC' = {Y < 70777} y como Y, mimero de diferencias
positivas, vale 7, se rechaza la hipétesis nula.

Test de Wilcozon o de los rangos signados

El test de los signos no utiliza toda la informacién suministrada por la
muestra, ya que no tiene en cuenta la magnitud de las desviaciones al valor
del cuantil. El test que se va a estudiar ahora considera estas magnitudes,
pero a cambio, s6lo se pueden hacer contrastes de hipétesis respecto a la
mediana y no sobre cualquier otro cuantil.
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Para contrastar la hipétesis nula Hy : la muestra proviene de una dis-
tribucién simétrica con mediana My, frente a la hipétesis alternativa Hi: la
mediana M es mayor que My, se construyen las variables D; = X; — M,
y a sus valores absolutos, |D;|, se les asigna un nimero de 1 a n de menor
a mayor, llamado rango. Se llama estadistico de Wilcozon y se denota por
T.5, a la suma de los rangos correspondientes a valores de las variables D;

positivas.
Analiticamente
n
(8.4.2.1) T, =X Zir(|Dil)
i=1
donde

7. — 1 si D;>0
b 0 si D;<0

Si la poblacién tiene distribucién continua, la probabilidad de que aparez-
can valores tanto con el mismo rango, como iguales a la mediana es cero.
Se adoptara el convenio de ignorar los valores iguales a My, disminuyendo
el tamano muestral, y se asignard el promedio de los rangos, a los valores
que presenten empates. Por ejemplo si la muestra es X; : 5,2,-2,3,3,4,8
y la hipétesis es la mediana My = 4 , se emplea la nueva muestra X; :
5,2,—2,3,3,8 ala que corresponden los valores D; = X; — My :1,—-2,2, —1,
—1,4 con lo que |D;| : 1,2,2,1,1,4 y R; : 2,4'5,4'5,2,2,6 obtenidos de
los rangos 1,4,5,2,3,6 al promediar 1,2 y 3 por un lado y 4 y 5 por
otro. Algunos autores proponen diferentes soluciones para este problema,
que bdsicamente suponen ser conservadores con la hipétesis nula. Un estu-
dio detallado del tratamiento de los empates puede verse en Lehman (1975)
pag. 130.

El contraste, también hubiera podido hacerse, utilizando la suma de los
rangos correspondientes a valores negativos, es decir a partir del estadistico

n
T, = 21(1 = Zi)r(|Ds)
1=
ya que si la distribucién es continua
_ n n+1)n
(8.4.2.2) T =T, = S r(Di) = %
1=

Los distintos contrastes basados en el estadistico de Wilcoron pueden
verse en la Tabla 8.4.2.2.

Hy H, Regién Critica
M=My, M > M, T,;L >
M < My TJL < Cc2

M # My T, >c1 o T)f <cy con ¢1 >

Tabla 8.4.2.2. Regiones criticas del test de Wilcozon.
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Para poder determinar las constantes, se necesita conocer la distribucién
del estadistico T}, bajo la hipétesis nula, para lo que se necesita el siguiente
enunciado.

Proposicién 8.4.2.1
Dada una v.a. D con distribucién simétrica y de mediana 0, el signo y el
valor absoluto de D son v.a. independientes.

Demostracién: Basta ver que
P{D >0,D|<d} =P{D>0,-d<D<d} =P{0<D < +d}
pero, por la hipétesis de simetria
1 1
P{0 <D< +d} = §P{—d <D <d}= 5P{\D| < d}

y por ser la mediana 0

1
P{D >0} = 3
con lo que

P{D >0,|D| < d} = P{D > 0}P{|D| < d}.

Como consecuencia, las variables aleatorias signo y rango son indepen-
dientes, ya que ésta tltima variable solo es funcién de |D]|.

Mediante este resultado, con D = X — My, se puede obtener la distribu-
cién de T,F, al menos para tamaiios muestrales pequenos.

Para ello, bajo la hip6tesis nula, se puede considerar la muestra ordenada
de menor a mayor de manera que los rangos correspondientes sean 1,2,....n
respectivamente y a continuacién, con independencia, se asigna a cada rango
un signo + o un signo — con probabilidad % De esta forma se puede suponer
cada muestra, como una sucesién de n signos, cada uno + o — , asociados
a los n primeros nimeros naturales y que tendra de probabilidad ()", ya
que

1

Por lo tanto, se puede tabular la distribucién de T)f, al menos para
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valores pequenos de n. Asi por ejemplo, para n = 3, se tiene

Ti’j_:t PHo{z}%_;:t}
1/8
1/8
1/8
1/8
1/8
1/8
1/8

+=
+ o
+ o+ |

C
+o
O W N = Wk ot

lo que lleva a la distribucién

Iy =t 0o 1 2 3 4 5 6
Py T =t} |1/8 1/8 1/8 2/8 1/8 1/8 1/8

Se observa que la distribucién de T es simétrica alrededor de n(n+1)/4,
ya que si se sustituyen los signos + por — y los signos — por +, cualquier
muestra compatible con ¢ se corresponde con un valor t' donde

t= ;Zﬂ’ﬂDiD t = ;(1 — Z)r(|Dil)
y por tanto
n 1
IR o P
i=1 2

y de ahi la simetria que se observa respecto al valor (n + 1)n/4.
Con el fin de encontrar la distribucién de 7,7 para tamafios muestrales
mayores, se emplea que bajo Hy es

P{T;f =t} = P{D,, > 0}P{T,f =t|D,, > 0}+P{D,, < 0}P{T;f =t|D,, < 0}
expresién que se convierte en
+ L + 1 +
P{Tn = t} = §P{Tn71 =t- ’I’L} + §P{Tn71 = t}

Esta ecuacién permite calcular la distribucién del estadistico de Wilcozon
para una muestra de tamano n, a partir de su distribucién para una muestra
de tamano n — 1.

Con el fin de obtener la distribucién asintética del estadistico de Wilcoxon
bajo la hipétesis nula, se puede poner la Expresion (8.4.2.1) en la forma

(8.4.2.3) Tr =YW,
=1
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donde W; wvale 1 si la observacién que tiene de rango i proviene de una
observacién X; mayor que My y vale 0 en caso contrario.
Es claro que bajo la hipétesis nula

E[W;] = P{X; > Mo} = %
VIWi] = EIW?2] — E*W;] = E[W;] - i _ %

y por lo tanto

BT+ = % él _ n(n4+ 1)
VI = % iiz _ n(n + 12)i2n+ 1)

s
Il
—

donde es importante tener en cuenta que las variables ¢W; son independien-
pero no igualmente distribuidas.
El teorema central del limite permite asegurar que bajo Hy se tiene la
convergencia
T;r _ n(nt1)

4

Bt S SN
/n(n+1)(2n+1)
24

donde Z se distribuye N(0,1).

Debe advertirse que, cuando como resultado del contraste se rechaza la
hipétesis nula, puede ser bien porque la mediana no sea el valor supuesto o
quizds también porque la distribucién no sea simétrica.

Ejemplo 8.4.2.2
Dada la siguiente m.a.s. de una v.a. N(0,1)

-0’465 0’120 -0'238 -0'869 -1°016 0’417 0056 0’561

para contrastar la hipétesis nula Hy : My = —1, frente a la hipétesis alter-
nativa Hy : My > —1, con un nivel de significacién o = 0’01, se pasa a los
valores |D;| = | X; — M|

0535 1’120 0’762 0’131 |-0°016] 1’417 1’056 1’561
a los que les corresponden los rangos 3,6,4,2,1,7,5,8 respectivamente. Se

tiene que

1
T = (82 )8

y de acuerdo con la Tabla 8.4.2.2, la region critica es de la forma

—-1=35

RC = {TgL > 01}
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con ¢ = Tg g1 = 34. Por lo que, como era de esperar, se rechaza la hipdtesis
nula.

Si se contrasta ahora el verdadero valor, es decir My = 0, se obtienen
los rangos 5,2,3,7,8,4,1,6 y como el valor del estadistico es T8+ =13, se
acepta la hipdtesis nula.

Ejemplo 8.4.2.3
Dada la m.a.s. de tamano 10

0435 0’143 0’889 0’697 0'648
0482 0’152 0’477 0’741 0’885

Se pretende contrastar, mediante el test de los signos y el de Wilcoxon,
si proviene de una poblacién Uniforme(0,1), con un nivel de significacién
a = 005.

Mediante el test de los signos, se trata de contrastar Hy : M = k% =05
frente a Hy : M # 0'5. La regién critica es de la forma RC = {Y < ¢y o
Y > ¢} conY ~ Binomial(10,0'5) de donde si se quiere que

P{Y > 61|H0} < 0/025,

y dado que p1 + p1g = 0/001 + 0'0098 = 0'0108 y pg + pg + p1g > 0025, se

obtiene ¢; = 8 y por simetria ca = 2. Como el nimero de signos positivos al

hacer las diferencias de la muestra a My es 6, se acepta la hipé6tesis nula.
Aplicando el test de Wilcozon se obtiene

D;=X;—My: -00065 -0'357 0’389 0197 0148
-0°018  -0’348 -0°023 0’241 0’385
|D;|: 0065 0’357 (0’389 0197 0°148
0018 0’348 0023 0241 0’385
R;: 3 8 10 5 4
1 7 2 6 9

de acuerdo con la Tabla 8.4.2.2, la regién critica es de la forma RC = {T,] >
c1 o T, <ca} y por la restriccién del tamaro, ha de ser

P{T} > c1|Hp} < 0025

con lo que ¢ = Ty} g09s = 46 (véase la Tabla 9), y por simetria c; =
n(nt1) _
—5— —46=9.

Como la suma de los rangos correspondientes a diferencias positivas vale
34, se acepta la hipdtesis nula.

Con frecuencia el test de Wilcoxon se aplica para ver la homogeneidad de
dos poblaciones X e Y, a partir de una m.a.s. de la forma (X1, Y1), ..., (Xp, Yy,).
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Para ello, se construye la variable diferencia Z; = X; — Y; y se contrasta la
hipétesis nula Hy :es 0 la mediana de la poblacién Z. En general no es cierto
que Mz = Mx — My y en todo caso, ha de suponerse también la hipétesis
de simetria para la variable diferencia.

Ejemplo 8.4.2.4

Se escogen aleatoriamente 10 unidades de un determinado proceso de fabri-
cacién y se toman dos medidas de cada unidad con un intervalo de tiempo,
obteniéndose los siguientes valores:

n° de unidad | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1% medida | 71 108 72 140 61 97 90 127 101 114
2% medida | 77 105 71 148 78 117 92 131 112 105
diferencia | -6 3 1 8 17 20 -2 -4 -11 9

Para contrastar la hipétesis de que las dos medidas se refieren a la misma
magnitud, con un nivel de significacién o = 0’05, la regién critica viene dada
por

RC = {T;(_) >cy O T{B < c2, C1 > Cg}.

mediante las tablas de la distribucién del estadistico de Wilcozon (véase la
Tabla 9), cémo ha de ser

P{T}5>c1|Ho} < 0'025
P{T{>ca|Ho} < 0'025

se obtiene que ¢; = Tf(') o025 = 46 y por ser la distribucién del estadistico

e . 1 .
simétrica ha de ser cy = % —c¢1 = 9. Los rangos correspondientes al

valor absoluto de la variable diferencia son
5,3,1,6,9,10,2,4,8,7,

con lo que se obtiene que T,7 = 11; luego se acepta la hipétesis de homo-
geneidad.

8.4.3. Contrastes de normalidad

Por la importancia y el papel central en estadistica de la distribucién
normal, se estudia a continuacién el contraste para comprobar si una m.a.s.
proviene de una poblacién normal. Como se ha dicho para realizar este con-
traste son aplicables tanto el modelo multinomial desarrollado en la Bondad
del ajuste (véase la Seccién 8.2.1) como el contraste de Kolmogorov-Smirnov
(véase la Seccion 8.4.1).

El siguiente procedimiento grafico, basado en la transformacién mediante
la funcién de distribucién, constituye un método bastante intuitivo aunque
no muy preciso, que permite resolver el problema. Basta observar que dada
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lam.a.s. (21, ..., ), la nueva muestra (F(z1), ..., F(x,)), con F la funcién de
distribucién de la v.a. N (u, o), tiene distribucién uniforme (véase la Seccién
1.6.3); por lo tanto la imagen de la muestra ordenada puede considerarse
como una muestra ordenada (u(y), ..., u(,)) de la distribucién U(0,1), y de
acuerdo con la propiedad de los recubrimientos (véase la Seccién 1.5.3, Ex-
presién (1.5.3.1)) la esperanza de los recubrimientos es nLH Esto implica,
que los puntos (z;, F' *1(ni1)) deberdn estar aproximadamente sobre la
bisectriz del primer cuadrante, ya que se ha sustituido el valor de una vari-

able por su esperanza, y ésto para toda F' funcién de distribucién continua.

n+1
tribucién de la v.a. N(0,1), estardn aproximadamente sobre la bisectriz del
primer cuadrante, es decir

En particular, los puntos (W, o1 ( J )), siendo ® la funcién de dis-

o lo que es lo mismo

e o1 ‘ .
i) = Hto <n+1>

En resumen, si la m.a.s. (z1,...,%,) proviene de una poblacién normal,

—1/ i s .
los puntos (z(;), " (737)) han de estar alineados. La ordenada en el origen
serfa 1 y la pendiente de la recta 0. Esto permite ademés, al menos de una
forma rudimentaria, estimar p y o, ya que en general estos pardmetros no

serdn conocidos. Un ejemplo ayudara a entender la forma de proceder.

Ejemplo 8.4.3.1

Los siguientes datos estdn tomados de Stigler (1977) y se refieren a los
experimentos realizados por Michelson, entre el 5 de Junio de 1879 y el 2 de
Julio de 2879, para determinar de manera experimental, la velocidad de la
luz. Se ha restado 299.000 a cada dato

890 900 810 1070 820
720 800 770 950 760
980 740 920 1000 910
850 650 880 830 840
790 860 960 780 870

Con el fin de contrastar su ajuste a una distribuciéon normal de pardme-
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tros convenientes, se construye la siguiente Tabla:
) 1 2 3 4 5 6 7
Z(4) 650 720 740 760 770 780 790
z/(n + 1) 0’0385 0’0769 0’1154 0’1538 0’1923 02308 0’2692
O 1(i/(n+1)) | -'7684 -14262 -11983 -170203 -0'8694 -0'7362 -0'6152
8 9 10 11 12 13 14
800 810 820 830 840 850 860
0’3077 0’3461 0’3846 0’4231 0’4615 0’5000 0’5385
-0’5024  -0’3959 -02934 -0’1940 -0’0966 0 0’0966
15 16 17 18 19 20 21
870 880 890 900 910 920 950
0’5769 0’6154 0’6538 0’6923 0’7308 0’7692 0’8077
0’1940 0’2934 0’3959 0’5024 06152 0’7362 0’8694
22 23 24 25
960 980 1000 1070
0’861 0’8846 0’9231 0’9615
1°0203 1’1983 1’4263 1’7484

Por comodidad se acostumbra a representar (x(;), 100&(i/(n + 1)), lo

que permite construir el diagrama contenido en la Figura 8.4.2.

El problema es cuantificar numéricamente el ajuste, para ver si debe
ser aceptada la suposicién de normalidad. Esto se puede hacer calculando
el coeficiente de correlacion muestral que en este caso vale 0994 (véase
la Expresién (1.2.6)), lo que pone de manifiesto un buen ajuste. Ademds,
mediante la determinacién de la recta de regresion de 100 ®~1(i/(n + 1))
sobre z(;), que es

100 ®~1(i/(n + 1)) = —802'438 + 0'9396 ;)

(véase la Expresion (7.4.1.4)), se puede determinar, sin recurrir al método
gréfico, que i = 85’402 y & = 1006'428.

En resumen, el ajuste a la normal es bueno y se puede afirmar que a
partir de los experimentos de Michelson, se hubiera dado como estimador
de la velocidad de la luz el valor 299,085'402, obtenido sumando 299,000 a
la media estimada.
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120 -
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n+l .

650 750 850 . 950 . 1050 E(1)

Figura 8.4.2. Diagrama de ajuste a la distribucion normal para los
datos del Ejemplo 8.4.3.2.

8.4.4. Valores discordantes

Con frecuencia al estudiar una muestra aparecen observaciones que no
son homogéneas con las restantes en su orden de magnitud. A tales observa-
ciones se les da el nombre de discordantes o atipicas y el primer problema es
decidir si una observacién puede ser clasificada como tal. Una solucién puede
ser utilizar la desigualdad de Tchebycheff y suponer que una observacion es
discordante si dista de la media muestral en valor absoluto, més de tres veces
la desviacién tipica muestral. Pero la media muestral depende fuertemente
de la observacién discordante por lo que se prefiere utilizar una medida de
centralizacién que no dependa tanto de las observaciones extremas, tal co-
mo la mediana. Un test simple y razonable para clasificar una observacion
muestral x; como discordante es ver si cumple

(8.4.4.1) |z — M|/med(|z; — M|) > 5
donde M es la mediana muestral. El denominador de ésta expresién, la

mediana de las desviaciones en valor absoluto a la mediana muestral, es una
medida de dispersién. El siguiente ejemplo explica la manera de proceder
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Ejemplo 8.4.4.1
Los siguientes datos

37 69 62 89 72 54 28 172 13’7

son analizados para ver si puede ser considerado como observacién discor-
dante el valor 17°2. En efecto, la mediana muestral es M = 6’9, con lo que
se tiene la siguiente tabla:

i | 2’8 37 54 62 69 T2 69 137 172
di =z —M[ |41 32 1’5 07 0 03 2 68 103
dpy | 0 03 07 5 2 32 41 68 103

la med(d;) = 2 y el tnico valor que cumple que |z; — 6'9] > 5’2 es 17’2, por
lo que puede ser considerado discordante.
|

Una vez detectada la existencia de un valor atépico surge el problema de
qué se debe hacer con él se le podria eliminar de la muestra, otra posibilidad
es medir la influencia que tiene en el procedimiento estadistico que se esté
empleando. Esta segunda idea llevé a Huber (1972) a la introduccién de los
m-estimadores. Un estudio de los m-estimadores asi como de las funciones
de influencia puede verse en (Randle y Wolfe (1979), Seccién 7.4).

8.4.5. Estimacién no paramétrica de densidades

Lo mismo que la funcién de distribucién empirica aproxima a la funcién
de distribucién de la poblacién, surge de manera natural la pregunta ;cémo
se puede estimar la funcién de densidad de la poblacién? un candidato natu-
ral es el histograma, obtenido dividiendo el recorrido de la variabla aleatoria,
en un nimero adecuado de clases y poniendo como alturas nimeros propor-
cionales a las frecuencias observadas en la muestra. Si la amplitud de cada
clase no es la misma, el histograma puede dar formas bastantes diferentes,
para evitar esto y también para hacer que el drea del histograma valga la
unidad, se supondrin todas las amplitudes de las clases iguales a h y las
alturas iguales a 7%, con n; las frecuencias observadas en cada clase y n el
tamano de la m.a.s. observada. Dos problemas principales aparecen en este
procedimiento: la funcién que se obtiene no es derivable y ademds depende
fuertemente de la amplitud h con que se escojan las clases.

Ejemplo 8.4.5.1 (Silverman (1996))
Los datos de la Tabla 8.4.5.1 recogen el nimero de dias que duré el tratamien-
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to psicoldégico suministrado a 86 pacientes.

1 1 1 ) 7 8 8 13 14 14 17 18 21
21 22 25 2v 2r 30 30 31 31 32 34 35 36
37 38 39 39 40 49 49 54 56 56 62 63 65
65 67 7 76 79 8 8 8 8 8 90 91 92
93 93 103 103 111 112 119 122 123 126 129 134 144
147 153 163 167 175 228 231 235 242 256 256 257 311

314 322 369 415 573 609 640 737

Tabla 8.5.4.1. Dias de tratamiento dado a 86 pacientes en un estudio

psicoldgico.

Como se puede ver existe una notable discrepancia entre la representacién
con la amplitud del intervalo h = 50, Figura 8.4.5.1 (a), y la amplitud h = 75,
Figura 8.4.5.2 (b).

Como norma general, a medida que la amplitud de banda aumenta, la
forma que presentan los datos representados tiende a difuminarse.

Como alternativa al histograma de rectdngulos, puede construirse un

~

estimador f(x) de la funcién de densidad, que sea una funcién continua,
observando que la funcién de densidad verifica

1
= lim — P{z — X <
f(z) lim o {r—h<X<z+h}

para un valor de h fijo, parece 16gico estimar P{x —h < X; < x + h} por la
proporcién de puntos muestrales que caen dentro del intervalo (x—h,z+h].
Entonces un estimador natural f de la densidad puede venir dado, si se fija

un valor pequeno para h, por

—~ 1
(8.4.5.1) F@) = 53— 20 Lahasn)(2i)

=1

o alternativamente mediante



ESTADISTICA NO PARAMETRICA 427

(a)

—an 150 360 560 760

—-50 100 300 500 700 900

Figura 8.4.5.1. Representacion del histograma de frecuencias corres-
pondiente al Ejemplo 8.4.5.1 para (a) una amplitud de banda
h =50 (b) una amplitud de banda h = T5.

~ 121

(8.4.5.2) fl@) =~ > o5 La—hwth) ()

121 T — x;

4.5. =— -
(84.5.3) nz;hw( h >
donde
1

5 syl <1

(8.4.5.4) w(y) —{ 0 resto
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La Expresién (8.4.5.2) proporciona la clave para la obtencién de una
expresion continua, ya que obedece a colocar sobre cada punto muestral
x; una caja de base 2h y de altura (2h)~! y después promediar en todas
las observaciones. Se puede tomar como w(y) una funcién no negativa,
simétrica, centrada en cero y que integre 1. De esta forma

Ly
wn(w) = 3 (3)
con lo que definitivamente es

(8.4.5.5) flz) = L Zn: wp(z — ;)

n =1

A este estimador se le llama estimador nicleo de la funcién de densidad,
a la funcién w funcidn nicleo y al pardmetro h amplitud de banda o factor
de suavizado.

Una posibilidad, ampliamente usada en la préctica, es tomar como fun-
cién w la densidad de la distribucién N(0,1), con lo que wy(z — ;) es la
funcién de densidad de la distribucién N(z;, h).

En las aplicaciones es conveniente realizar la estimacién con diferentes
valores de amplitud de banda, en general si el valor de h es demasiado pe-
queno la estimacién serd muy abrupta, mientras que si es demasiado grande
la funcién serd muy suave.

Un estudio de la estimacién no paramétrica de densidades puede verse
en el libro de Silverman (1986). Una revisién de problemas en relacién con
la eleccién del factor de suavizado puede verse en Devroye (1997).

Ejemplo 8.4.5.2

Para los datos del Ejemplo 8.4.5.1, la Figura 8.4.5.2 recoge los estimadores
nicleo con amplitudes de banda de 20 y 60 dias, respectivamente. Se ob-
serva, que la primera amplitud no suaviza lo suficiente a partir del valor
correspondiente a los 200 dfas, mientras que la segunda suaviza demasiado
esta parte de la densidad y ademads acorta el efecto del cuerpo principal de
la densidad.
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Figura 8.4.5.2. Estimacion de la funcion de densidad para los datos del

Ejemplo 8.4.5.1 para (a) una amplitud de banda de 20 dias
(b) una amplitud de banda de 60 dias.

8.5. PROBLEMAS NO PARAMETRICOS RELA-
TIVOS A DOS MUESTRAS

Los problemas que son tratados dentro de este Epigrafe, tienen como
hipdtesis nula que dos m.a.s. e independientes entre si, provienen de una
misma distribucién, que se supone es de la clase de las funciones de dis-
tribucién continuas. La hipétesis alternativa es que o bien ambas funciones
de distribucién son distintas o bien que una de las variables domina estocds-
ticamente a la otra. Se dice que la v.a. Y domina estocdsticamente a la v.a.
X si Fx(z) > Fy(z).

8.5.1. Contrastes de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras

Dados los valores de dos m.a.s. (x1, ..., Zm) € (y1,...,yn) independientes
de dos poblaciones con funciones de distribucién Fx(z) y Fy(x) respecti-
vamente, se define el estadistico de Kolmogorov-Smirnov bilateral, mediante

(8.5.1.1) Dy, = sup|Fy, () — G} (2)]

y los estadisticos de Kolmogorov-Smirnov unilaterales, mediante

(8.5.1.2) D} = sup(F}, (@) = G (a)

(8.5.1.3) Dy = sup(G(2) = Fy(a)
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donde

NE

M= 1

G:L(I) = I(foo,a:} (y])

1

m ;=1
1

n

Il
MR

De forma andloga al caso de una muestra unica, Dy, ,, D) ¥ Diy
tienen distribucién libre. Ya que mediante el cambio u = F(z) se tiene que

(8.5.1.4) Dy = sup [Fy(F~ () — G (F~ (u))]
u€(0,1]
y
o . < -1
B (P (u)) = n° de valores z; < F~"(u)

m
n° de valores F(z;) < u

m

expresion que es la funcién de distribucién empirica correspondiente a una
m.a.s. de tamafio m, de una poblacién Uniforme(0, 1). Andlogamente G (F~*(u))
es la funcién de distribucién empirica correspondiente a una m.a.s. de tamano
n de una poblacién Uniforme(0, 1), por lo tanto el estadistico de la Expre-
sién (8.5.1.1) tiene distribucién independiente de Fx y Fy y lo mismo es
valido para los restantes estadisticos.

Los distintos contrastes quedan recogidos en la Tabla 8.5.1.1, donde el
valor de las constantes estd expresado con la notacién usual.

Hy Hy Regién Critica
FX:FY FX#FY Dm,n>dm,n;a
Fx > Fy Dt > df e

Fx <Fy Dy, >dy g

Tabla 8.5.1.1. Regiones criticas del test de Kolmogorov-Smirnov para
dos muestras.

La idea es que, si por ejemplo, la variable Y domina estocdsticamente
ala X, es decir, Fy(z) < Fx(x), cabe esperar en ambas muestras, que los
valores de la v.a. X tengan tendencia a aparecer a la derecha de los valores
de la v.a. Y, por lo que de acuerdo con el teorema de Glivenko-Cantelli
cabrd esperar valores de D;L,n grandes. Por el contrario, si la hipétesis nula
es cierta D;Qm ha de ser muy préximo a cero.

Realmente no es necesario utilizar el estadistico Dy, ,, ya que si se quiere
como hipdétesis alternativa F'x < Fy intercambiando la muestra X con la
muestra Y se puede trabajar con D, .
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La determinacién de la distribucién exacta de Dy, ,, bajo la hipétesis
nula se atribuye a Gnedenko (1954); y estd basada en técnicas de recorridos
aleatorios, puede verse en Hédjek y Sidak (1967), pdg. 141. La distribucién
asintética cuando m y n crecen, mientras el cociente se mantiene constante,
se debe a Smirnov (1939), una demostracién puede verse en el mencionado
libro de Héjek y Sidak (1967), pdg. 189.

Para valores pequenos, puede emplearse el siguiente método recursivo
para determinar la distribucién exacta bajo la hipétesis nula

M —= mn

P{Dm < L|H0} = P{supF;’;l(:c) - G(z)| < L‘ HO} =

P {(Xl, vy Xm) e (Y1,..,Y,) con sup|Fi(z) — Gi(x)] < mi
xr

Cada muestra conjunta ordenada se puede considerar como una poligonal
I" con un segmento por cada observacién, que tiene su vértice inicial en el
punto (0,0) y en la que cada vértice genérico (z,y) se enlaza; bien con el
punto (z + 1,y), si la observacién corresponde a la primera muestra, o bien
con el punto (z,y + 1), si la observacién se corresponde con la segunda,
asi hasta terminar en el vértice (m,n). Por ejemplo la muestra conjunta
z1) <ya) < Ye) <Te) <r3) <Ys) < Yu) se corresponde con la poligonal
de la Figura 8.5.1.1.

(3,4]

Figura 8.5.1.1. Poligonal asociada a la muestra conjunta
T1) < Ya) <Y@e) <) < TE) <YE) < Y@

A medida que x recorre la recta real, (mFQ (), nG% (z)) va recorriendo
los valores (u,v) correspondientes a las coordenadas de los vértices de la
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poligonal. Por lo tanto

k k
P{Dm,nf —‘HO}:P{méX‘E_E‘ < —
mn m n mn

Ho =
k Ho}

1 n

=P max—)—u—v‘ < —
(u,v) M 1IN mn

donde el tltimo méximo estd calculado cuando los valores (u,v) se van

moviendo por los vértices de la poligonal. Simplificando % y cémo la dife-

rencia 7-u — v representa la distancia en vertical del vértice (u,v) a la recta

que une el origen y el punto (m,n), se tiene que

p{DMSL’HO}:LM
3 mn (m n)

m

con Ag(m,n) el nimero de poligonales que unen el origen con el punto
(m,n) y que estdn a distancia vertical de dicha recta menor o igual que %
El niimero combinatorio del denominador se obtiene de considerar que bajo
la hipétesis nula ambas muestras tienen la misma distribucién, por lo que
una configuraciéon de m valolres de la primera muestra y n de la segunda
tiene de probabilidad (m;") .

Es inmediato comprobar la siguiente expresién recursiva

Ak (u,v) = Ag(u — 1,v) + Ag(u,v — 1)
donde se supone que Ag(u,v) = 0 para los puntos (u,v) cuya distancia

vertical a la recta que une el origen con (m,n) sea mayor que % Este
razonamiento se traslada ficilmente para calcular la distribucién de D;\, ..

Ejemplo 8.5.1.1
Para m =3 n =4 puede verificarse que:

T 3 4 S5 6 3 9 12
o oB o ¥ BB
P{Dsa<z} | 3 3 5 3 5 35 5
donde para el cdlculo de la distribucién de D3 4 se tiene
6 114 6
P<{D3s<—|Hgp =P ix— |=u —v| < —| H
{Psa = o o} = P { i [ o] < 55| o)
. |4
=P<{max |-u—v| < 2| H
(u,v)
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1 0

Figura 8.5.1.2. Cdlculo de Ag(3,4).

se construye ahora una banda de una altura de 2 unidades por encima y por
debajo de la diagonal y se asigna 0 a todos los elementos que quedan fuera
de la banda. El nimero que se asigna a cada vértice dentro de la banda es la
suma de los dos niimeros que quedan inmediatamente a su izquierda y por
debajo, véase la Figura 8.5.1.2.

|

Para tamanos pequenos y con muestras de igual dimensién, es posible
calcular de forma explicita la distribucién de D,,,, y de D;; » bajo lahipéte-
sis nula. Basta observar que

HO}

k k
P{Dgn < —'HO} :P{maix(E - 3) <2
k n n o on n

Si se asocia a cada muestra conjunta ordenada, una poligonal de lados
paralelos a las diagonales del primer y del cuarto cuadrante; segiin que el

= P{max(u —v) < k|Hp}.

valor se corresponda con la primera o segunda muestra respectivamente, es
posible calcular, de forma explicita, la distribucién de probabilidad.
A titulo de ejemplo la muestra conjunta x(1) < yu) < yp) < @) <
z3) <y se corresponde con la poligonal de la Figura 8.5.1.3.
v

Si se emplea la notacién Dy, ;, = max(;: —+), como u—v es precisamente

la ordenada correspondiente a cada vértide de la poligonal, se tiene

P{Dn,n< E'Ho} —P{méx(2_2> < E HO}
n n

n n
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Figura 8.5.1.8. Poligonal asociada a la muestra conjunta
) SY) <Y < FR) < ETE) < Ye):

que puede ponerse como

By(n)
()

siendo By(n), el nimero de poligonales de longitud 2n que unen el origen
con el punto (2n,0) sin subir més arriba de la ordenada k.

P{max(u —v) < k|Ho} =

El nimero de poligonales que unen el origen con el punto (2n,0) sin
alcanzar la ordenada k+ 1, coincide con el nimero total de poligonales entre
los citados puntos, menos las que los unen alcanzando el valor k + 1. Estas
iltimas poligonales se pueden contar, ya que hay el mismo nimero de las
que unen el origen con el punto (2n,0) tocando k + 1, que las que unen el
punto (0,2k + 2) con el (2n,0). Para ver esto ultimo basta reflejar, respecto
a la recta k + 1, la parte de poligonal que va del punto (0,0) hasta tocar a
la ordenada k + 1. Como las poligonales que unen (0,2k + 2) con (2n,0)
tienen ¢ tramos ascendentes y j tramos descendentes, ha de cumplirse

% +2+i—j=0
i+j=2n

esto lleva a que j =n+ k + 1 y por lo tanto

k (Qn)
p{D;;n<E’HO}_1_L’€+1

()

ya que, por la hipdtesis nula, las configuraciones posibles de longitud 2n de
la muestra conjunta son (2:)
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Ejemplo 8.5.1.2
Para n = 3 las configuraciones posibles son:

u

]
IS

I =N el e R e R e
4

XXXYYY
XXYXYY
XXYYXY
XXYYYX
XYXXYY
XYXYXY
XYXYYX
XYYXXY
XYYXYX
XYYYXX

o= R RN NN N W

La segunda columna que lleva por encabezamiento v — v se obtiene
cambiando los valores de X por los de Y.
La distribucién

dis 0 1

wl—
wing

+ gty |5 9 5L
P{D33 _ d33 20 20 20 20

Se puede obtener directamente observando que

6
(as4)
6
(s)
Las distribuciones asintéticas bajo Hy de los estadisticos de Kolmogorov-
Smirnov vienen dadas por

k
P{Dgggg‘Ho}zl—

n,m—o0 mn

o0 . .
lfm P{ MR < x} =123 (=1)Fle 2% 45
=1

lfm P{ M <x} —l—e2 >0
n,m— o0 mn
puede verse en Ha]ek & Sidak (1967) pag 190.

La distribucién exacta de los estadisticos D;Z,n y Dy, , es la misma (véase
Hajek (1969), pdg. 80).

Ejemplo 8.5.1.3
Para comparar la duracién de dos marcas de neumaéticos, se usan hasta que
se gastan obteniéndose los siguientes recorridos en miles de kilémetros:

Al178 196 199 206 21’4 284 30’1 321
B|16'9 179 187 19’8 276 279 30’8 34’1
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Si se quiere contrastar la hipétesis Hy : F'x = Fy frente a la hipdtesis
alternativa Hj : Fx # Fy con un nivel de significacién o = 0'05 mediante
el test de Kolmogorov-Smirnov, se construye la siguiente tabla:

n|Fy(z) = Gy (2)] n|Ey(z) = G (2)
Yy = 16’9 1 ZT(5) = 21’4 1
1}(1) =17'8 0 y(5) =276 0
Yi) = 179 1 Ye) = 279 1
Ys) = 18'7 2 L) = 28'4 0
T2) = 19’6 1 T = 30’8 1
y(4) = 19’8 2 y(7) = 30’8 0
T(3) = 19’9 1 X(8) = 321 1
.”L‘(4) =90'6 0 Yi) = 34’1 0

La region critica es de la forma RC = {Dgg > dgg.005 = %} (véase la
Tabla 11 al final del libro). Al ser el valor del estadistico Dgg = %, que no
pertenece a la RC' se mantiene Hj.

8.5.2. Test de la mediana

El test de Kolmogorov-Smirnov estéd indicado para contrastar hipétesis
alternativas muy generales. Si se tiene evidencia de que existe un pardmetro
de localizacién, es decir Fy (z) = Fx(x — ), con 6 desconocido, se sigue que
las distribuciones de las dos poblaciones son trasladadas la una de otra y
entonces se puede utilizar el test de la mediana para contrastar si ambas
poblaciones son en realidad la misma.

Si se consideran dos m.a.s. (X1, ..., X;,) e (Y1,...,Ys), cada una de una
poblacién y se ordenan conjuntamente, se obtiene (Z(l), Z(2); -y Z(n+m)), la
mediana muestral M es el valor %(Z(k) +Z(k41)) si N es par o el valor Z 1)
si N es impar, siendo N =m+n y k= [%] (véase la Definicién 1.3.2.1).
Esto se concreta en que hay k = [%] observaciones menores o iguales a M
tanto si N es par como impar. Si se introduce el estadistico 7', nimero de
observaciones de la primera muestra que son menores o iguales que M, es
intuitivo el contenido de la Tabla 8.5.2.1.

Hy H; Regién Critica
Mx = My Mx<My(9>0) T>c
Mx>My(9<0) T < ¢

Mx#My(9§é0) T>610T<62(C0n61>62)

Tabla 8.5.2.1. Regiones criticas del test de la Mediana para dos
muestras.

En concreto, si T' es un valor alto, préoximo a M, esto apoyaria una
configuraciéon parecida, al ordenar las muestras de menor a mayor, a la
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XX..XYY..Y donde X significa un valor de la primera muestra e Y de la
segunda, y, por tanto, tal que Mx < My. De manera aniloga se justifican
los otros contrastes.

Para la determinacién de las constantes, se utiliza que bajo Hy, T se
distribuye con la ley Hipergeométrica(m + n,m, k), asi por debajo de la
mediana ha de haber t observaciones de la primera muestra y k — ¢ de la
segunda, por lo que

m n
(1) G2

m—+n
("¢")
t = max{0,k — n},..., min{m, k}

Como aproximaciones, se pueden emplear las correspondientes a la dis-
ribucién Hipergeométrica, es decir, si m,n — oo con 7+ — 0 se utiliza la

v.a. Binomial(k, ). También se puede utilizar la aproximacién normal

P{T =t|Ho} =

con

_ mk
—— 1 NJN-15Z~N(,1).
mnk(N — k)

Ejemplo 8.5.2.1
Los datos siguientes representan la duracién en horas de dos tipos diferentes
de baterfas:

Tipo 1: 40’1 30’5 40’2 45 55’5 30’6

Tipo 2: 50’5 50’7 45’5 557 60 40’8

Para contrastar su diferencia mediante un test de tamano a = 0’05, se
puede utilizar el contraste de la mediana con Hy : Mx = My 6 Fx = Fy
frente a Hy : Mx < My o bien Fx > Fy, ya que cabe suponer la exis-
tencia de un pardmetro de localizacién. La region critica es de la forma
RC = {T > c1}. La muestra conjunta reordenada es

30’5 < 30'6 < 40’1 < 40'2 < 40'8 < 45 < 45’5 < 50'1 < 50'7 < 55’5 < 55'7 < 60

donde los valores subrayados pertenecen a la primera muestra.
Como m + n = 12 la mediana muestral es M = (45 + 45'5)/2 = 45’25 y
el estadistico T toma el valor 5. Dado que

() ()

P{T=6|Hy} = ~53% = 0’0011
()
6) (6
P{T=5|Ho} = (5)12(1) = 00389
()
6\ (6
P{T=4|Hy} = () () = (/2435

(s)

6

se tiene que P{T > 4|Hy} = 0'039 < 0'05, por lo que la regién critica es
RC = {T > 4} y 5>4. Luego se rechaza la hipétesis nula.
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8.5.3. Test de Mann-Whitney-Wilcoxon

Este test fue obtenido por Mann-Whitney (1947) y por Wilcoxon (1947)
mediante una expresion equivalente por un cambio lineal. Se trata de un
test vdlido para contrastar la homogeneidad entre dos poblaciones continuas.
Dadas dos m.a.s., la primera de tamano m de una poblacién con funcién de
distribucién Fx, y la segunda de tamafio n de una poblacién con funcién de
distribucién Fy, se define el estadistico de Mann- Whitney- Wilcoxon como

1 si X;< Y}
0 resto

NSE

U:

n

Dij siendo Dij = {

i=1j=1

n
Para cada i fijo, > D;; es el nimero de veces que las observaciones
i=1
de la segunda muest;a estdn por encima del valor X;,7i = 1,...,m; por lo
tanto U es el ndmero de veces que las observaciones de la segunda muestra
estdn por encima de las observaciones de la primera. Es claro que U €
{0,1,...,mn}, que a la configuraciéon YY...Y X X...X le corresponde U = 0
v a la configuracién X X...XYY...Y le corresponde U = mn.

Valores grandes de U apoyardn el que Fx > Fy -que Y domina es-
tocdstiamente a X- mientras que valores pequenos de U apoyardn el que
Fx < Fy, con lo que se obtiene la Tabla 8.5.3.1

Hy H; Regién Critica
Fx = Fy Fx > Fy U>ca
Fx < Fy U<ec

FX#FY U>c o U<ecy (Cl>62)
Tabla 8.5.3.1. Regiones criticas del test de Mann- Whitney- Wilcozon.

Para la determinacién de las constantes se emplea que bajo la hipétesis
nula, las (m;;") ordenaciones conjuntas son equiprobables y por tanto

Tm,n (W)

(")

donde 7y, »(u) es el nimero de ordenaciones conjuntas compatibles con el
valor U = u.

(8.5.3.1) P{U = u|Hy} = 0<u<m-n

Para tamafos pequenos, por enumeracién, se puede determinar de forma
exacta la distribucién de U bajo Hy. Por ejemplosim =2 y n =3,y se
emplea la notacién (yxzyy) para simbolizar la muestra conjunta ordenada
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(Y1) (1), T(2)> Y(2) Y(3)) S obtiene la Tabla 8.5.3.2

muestras U [ muestras U
TXYYY 6 YTYTyY 3
TYTYY ) YYYrx 0
TYYTY 4 YYTYT 1
YTTYY 4 YTYYT 2
TYYYT 3 YYTTyY 2

Tabla 8.5.3.2. Valores del estadistico de Mann- Whitney- Wilcoxon
para m=2yn=3.

que lleva a la distribucién de probabilidad de la Tabla 8.5.3.3

u 0 1 2 3 4 5 6
_ 1 1 2 2 2 1 1
P{U=ulHo} | {7 15 76 10 16 10 1a

Tabla 8.5.3.3. Distribucion del estadistico de Mann- Whitney- Wilcoxon
para m=2yn=23.

Las 4 ultimas configuraciones de la Tabla 8.5.3.2 se convierten en las
cuatro primeras cuando se lee la muestra de derecha a izquierda, las ordena-
ciones 5 y 6 son invariantes mediante este mecanismo. Luego si llamamos o’
a los valores correspondientes de U para ésta segunda parte de la tabla se
m n

tiene que u+u’ = Y. > 1 = mn con lo que se demuestra que la distribucién
i=1j=1

de U es simétrica alrededor del valor %

Para el calculo de los numeradores de la Expresion (8.5.3.1) es vilida la
siguiente relacién recurrente

Tm,m(u) = Tmfl,n(u) + Tm,nfl(u - m)

ya que dada una configuracién conjunta de m observaciones de X y n ob-
servaciones de Y, si acaba en X y se suprime esta tltima X, queda una
sucesién de m — 1 observaciones de X y n observaciones de Y, que ha de ser
compatible con U = u, ya que la X suprimida no contribuye al valor de U.
Por el contrario si acaba en Y y se la suprime, queda una configuracién de
m observaciones de X y n—1 observaciones de Y que ha de corresponderse
con U =u—m, ya que la Y suprimida estd por encima de m observaciones
de la v.a. X. Por lo tanto se tiene que bajo Hyp

Py n{U = u|Ho} = P{acabar en X|Hy} Py, n{U = ulacabar en X, Hy}+
+P{acabar en Y|Hy} P, ,{U = ulacabar en Y, Hy}
=1 mfl’n{U = ’LL|H0} + LPmm,l{U =u-— m|H0}

n+m m-+n
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Obviamente, el test no depende del orden en que se obtengan las dos
muestras, por lo que se toma como X la variable a la que corresponda el
menor tamafio muestral; es decir se supone que es m < n.

Para obtener la distribucién asintética del estadistico de Mann- Whitney-
Wilcozon, como U es suma de v.a. dependientes, se construye una sucesién
de v.a. independientes que converjan a lo mismo y cuya media y varianza se
conserven (véase Mann y Whitney (1947)). Ademas

mn

E[U|Ho] = 2 ZlE[DiﬂHO] = 2 2 PR <YjlHob = -
i=1j= i=1j=
va que bajo Hy X e Y tienen la misma distribucién y,
P{X; <Yj|Hp} =1/2.

Para la varianza se tiene

<
S
5
I
NgE
=
5@
OE
||M3

é ; Cov [(Dija le)|H0] +
£35S Cov[(Dis Dy [ Hol + 32 3 32 5 Covl(Dy, D) | Hol-
i=1j#i k=1 i=1 j#i k=11#k

Es fécil ver que

Ne

1
V[Dij|H()] == Z7COU[(Dik7Djl)|HO] =0

Cov[(D;j, Dix)|Ho| = E[Di;Di|Ho| — E[D;j|Ho| E[D;x|Ho] =

c.ol»—‘
l\')l»—l
N =

Por lo tanto

V[U‘H{)] . nin + mn(n 1) + mn(lerL 1 _ mn (m-iigb—‘rl)'

Aplicando el teorema central del limite, se tiene la convergencia

/ 1)
U—— / mnm+n+ 01)

Ejemplo 8.5.3.1
Dadas las dos muestras de tamanos m =8 y n =9 siguientes:

X:1,2,3,5,7,9,11,18
Y :4,6,8,10,12,13,14, 15,19

se puede contrastar mediante el test de Mann-Whitney-Wilcoxon de tamano
0’1 si ambas provienen de la misma poblacién. Para ello

8 9
U=> > Dijj con D; =
i=1

{1 si X; <Y
=1j=1

0 resto
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Con lo que el estadistico U toma el valor U = 9+9+9+8+7+6+5+1 =
54. Si la hipétesis alternativa es Hy : Fy # Fy la regién critica es de la
forma RC = {U =¢; o U < ¢y con ¢ > ca} y dado que ha de ser
P{U > ¢1|Hp} < 0'05, de la Tabla 12, se obtiene que ¢; = 53; por simetria
el valor co =8-9—53 =19 es tal que

P{U < ¢3|Hp} < 0/05.

Por dltimo como 54 > ¢; pertenece a la RC, se rechaza la hipétesis de
homogeneidad de ambas poblaciones.

El test de MWW puede también utilizarse cuando ambas poblaciones
sean iguales salvo un parametro de localizacién, es decir en el mismo contexto
que el test de la mediana, de hecho muchos estadisticos consideran que el
test de MWW es el méds indicado para realizar este tipo de contraste.

Wilcoxon (1947) propuso definir, para la muestra conjunta a la que

m
se le asignan sus rangos, el estadistico V = > R; siendo R; los rangos
i=1
correspondientes a la primera muestra en la muestra conjunta, es decir V =
m+n
> iZ; con Z; =1 siel valor i-ésimo es de la primera muestra y Z; = 0
i=1
si es de la segunda.

Si R; es el rango de la i-ésima observacién de la primera muestra, detrés
de ella hay m +n — R; observaciones de la muestra conjunta, de las cuales
m+n— R; —(m—1) son de la segunda muestra. Sumando en ¢ desde 1 hasta
m se obtiene que

3 = Rafon = )] = m(m+0) - v - 2=y

con lo que el estadistico de Wilcoxon V' y el estadistico de Mann- Whitney U
estdn relacionados linealmente, por lo tanto con ambos se realiza el mismo
contraste.

Ejemplo 8.5.3.2
Para los datos del Ejemplo 8.5.1.3, se puede contrastar mediante el test de
MWW la hipétesis nula Hy : Fx = Fy con un tamaiio o = 0'05.
8 8
EnestecasoesU = > > D;jj =7+5+4+4+44+2+2=29,yla
i=1j=1
region critica es de la forma

RC={U>c; o U<ecy, con ¢ >ca}.

Como ha de ser P{U > ¢1} < 0’25, se sigue de la Tabla 19 al final del
libro, que ¢; = 50 y por simetria ca = mn —50 = 64 — 50 = 14. Luego como
29 no pertenece a la regién critica, se mantiene la hipétesis de homogeneidad
de ambas poblaciones.
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8.5.4. Test de Kruskal-Wallis

Como se dijo al tratar del andlisis de la varianza (véase la Seccién 7.1),
algunas veces las hipétesis de normalidad del modelo no se cumplen. En ese
caso se puede suponer que las observaciones son de la forma

mijzei—i-&ij i=1,...,k j=1..n4

Si se quiere contrastar H, : #1 = 0o = ... = 6 frente a Hi: al menos
dos valores 0; son diferentes, sin hacer la hipdtesis de que los valores de

g;j tienen distribucién normal, se pueden utilizar los rangos R;; de las
k
observaciones xj; en la ordenacién de todas las observaciones n = > n; y
i=1
construir

n n4+1
“ax T

k
;

3|’—‘

Si hubiera uniformidad en la asignacién de los rangos, lo que se sigue de
Hy, a la muestra i-ésima de tamano n; le corresponderian proporcionalmente
ni;(n + 1)/2 rangos. Por otro lado, la suma de los rangos que de hecho
corresponden a la muestra i-ésima es

i
R, = Z Rij
=1
por lo que un test razonable consiste en medir la distancia

(8.5.4.1) 5 Zf:l <Rz-. _ ni(n; 1))2

y rechazar cuando S sea grande.
Aunque se puede calcular la distribucién bajo Hy del estadistico S, se
prefiere utilizar el estadistico H introducido por Kruskal y Wallis

12 ko w41\ L
(8.5.4.2) H_mi_zl(&.——2 > -

una ligera modificacién del anterior, que se introduce por ser conocido su
comportamiento asintético. En efecto, puede demostrarse que asintética-
mente, bajo Hy, la distribucién de H es una x7_; (véase Lehmann (1975),
péag. 396). Para facilitar el cdlculo de H se utiliza la expresién alternativa

(8.5.4.3) H= (n T2 E niR; —3(n+1)
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que se obtiene desarrollando el cuadrado de (8.5.4.2) y teniendo en cuenta
que
(n+1)n

2

(3

k
R, =
=1

Ejemplo 8.5.4.1
Para los datos de la preparacién de una sustancia quimica, contenidos en la
Tabla 7.2.1 y recogidos en la Tabla 8.5.4.1 para comodidad del lector.

métodos
11213114165
63 |27 | 10 | 28 | 47
48 | 41 | 30 | 45 | 28
57 | 23|24 | 44 | 30
54 1313731135
41 2 |40 | 29| 21
43 133 (24 |44 | 37

Tabla 8.5.4.1. Datos correspondientes a la preparacion de una sustancia
mediante 5 procedimientos de fabricacion.

El analisis de la varianza sin la suposicién de normalidad lleva al célculo
de los rangos contenidos en la Tabla 8.5.4.2. Se observa que cuando aparecen
valores repetidos se les asigna el rango medio.

métodos 1 2 3 4 )
30 7 2 8’5 26
27 20’5 11’5 25 8’5
28 4 55 23’5 11’5
29 13’5 175 13’5 16
20’5 1 19 10 3
22 15 5’5 23’5 175
R;. 26’083 10’167 10’167 1733 13’75

Tabla 8.5.4.2. Rangos y rangos medios correspondientes a cada método
de preparacion del Ejemplo 8.5.4.1.

Con este convenio las expresiones de H deberfan ser modificadas ligera-
mente, cosa que no se va a hacer al no ser grande, en este caso, el error que
se comete. La region critica es de la forma

RC = {H > X%*l;a}

y el valor que toma el estadistico es H = 13573, con Xi~0’05 = 9’49, por lo
que se rechaza la hipétesis nula de igualdad de los métodos de preparacion.
|
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El test de Kruskal-Wallis es una generalizacién a k muestras del test
de Mann-Whitney- Wilcoxon para dos muestras (véase la Seccién 8.5.3), en
él no se hacen suposiciones de normalidad por lo que es una alternativa al
andlisis de la varianza, y ademads, al ser funcién de los rangos, no se ve tan
afectado por posibles errores en la toma de los datos. Por tltimo se conoce
la distribucién exacta del H, bajo Hy para valores pequenos de k y de n;
i=1,..,k (véase Lehmann(1975), expresién (5.4), Tabla I).

8.6. CONTRASTES NO PARAMETRICOS DE
INDEPENDENCIA

En esta Seccién, se estudian contrastes para verificar la posible depen-
dencia o independencia entre las dos componentes de una variable aleato-
ria bidimensional (X,Y’). Dada la realizacién de una m.a.s. de tamafno n
(21,91), -, (Tn, yn) se trata de contrastar la hip6tesis nula Hy : F(z,y) =
Fi(z)F3(y), donde Fy y Fy son las funciones de distribucién marginales.
Como es usual se supone que todas las distribuciones son continuas.

Una posible medida de la dependencia entre las dos variables, podria
venir recogida por la covarianza entre ambas. Cuando las dos variables son
independientes la covarianza es nula; cuando ésta es positiva al crecimiento
o decrecimiento de una de las variables les corresponde, respectivamente, el
crecimiento o decrecimiento de la otra variable; y, por el contrario, cuando la
covarianza es negativa al crecimiento o decrecimiento de una de las variables
les corresponde el decrecimiento o crecimiento de la otra variable. Estos
hechos son féciles de comprobar mediante las ecuaciones de las rectas de
regresion.

El estimador natural de la covarianza poblacional, es la covarianza mues-
tral, sin embargo la covarianza, tiene el inconveniente de depender de las
unidades de medida. Una posible alternativa podria ser utilizar el coeficiente
de correlacion que, al menos por transformaciones lineales, es invariante, por
contra, tiene el inconveniente de que para obtener su distribucién hay que
recurrir a hipdtesis paramétricas sobre la variable bidimensional.

Por estos motivos se van a introducir medidas basadas en los estadisticos
ordenados y los rangos.

8.6.1. Test de Kendall

Con el fin de introducir una medida en el intervalo [—1, 1] que valga cero
cuando X e Y sean independientes, tome el valor —1 cuando al aumentar
una variable la otra disminuya y el valor 1 cuando las dos presenten el mismo
comportamiento, se introducen las definiciones siguientes.

Definicién 8.6.1.1 (pares concordantes)
El par (z;,y;) es concordante con el (x;,y;) cuando se verifica que si x; < x;
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entonces es y; < y; o bien si es x; > x; entonces es y; > y;. En resumen,
cuando (z; — x;)(y; — yi) > 0.

Definicién 8.6.1.2 (pares discordantes)

El par (z;,y;) es discordante con el (z;,y;) cuando se verifica que si z; < x;
entonces es y; > y; o bien si es x; > x; entonces es y; < y;. En resumen,
cuando (z; — x;)(y; — vi) < 0.

|

Parece intuitivo que una medida de la dependencia o independencia
existente entre las dos variables de (X,Y") pueda venir dada por la diferencia
entre las probabilidades de concordancia m. y de discordancia 7y, definidas
por

me = P{(X; — Xi)(Y; - Yi) > 0} ma = P{(X; — Xi)(Y; - Yi) <0}
la medida viene recogida en la siguiente definicion.

Definicién 8.6.1.3 (coeficiente de Kendall)

Se define el coeficiente de Kendall como la diferencia entre la probabilidad
de obtener un par de pares concordantes menos la probabilidad de obtener
un par de pares discordantes. Es decir

(8.6.1.1) T =T — Ty

Si las distribuciones son continuas P{X; = X;} = P{Y; =Y;} =0 por
lo que se tiene que m. +7g =1 y por lo tanto 7 =27, — 1 =1 — 27y.
|

Bajo la hipétesis de independencia de las componentes de la muestra
(X1,..., Xn), se tiene que P{X; < X;} = %, ya que

+oo +oo
P{)(z < Xj} = / [/ f(acl,xg)dxg] dxrq

siendo f(z1,x2) es la funcién de densidad conjunta de las observaciones X;
y Xj , por lo que f(x1,22) = fi(x1)fi(x2) con fi la funcién de densidad
marginal de la variable X. Se tiene entonces que

+00

P{X; < X;} = /_;OO fi(zx) { fl(l'g)d$2:| dxq

x1

“+00
_ / [ — Fi(e1)] fi(e)day

—00

1
1
:1/ udu = =
0 2

la ultima integral se obtiene haciendo el cambio F}(X) = U ~ Uniforme(0,1).
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A este resultado se puede llegar de manera mads directa, puesto que al
intercambiar X; con X, se tiene que

P{X; < X;} = P{X; < X;}

y ambas probabilidades suman 1.
En el caso de que sea verdadera la hipétesis de que X e Y son v.a.
independientes se verifica que 7 = 0, ya que

me=P{X; < X;NY; <Yj} + P{X; > X;NY; > Yj}
por la hipétesis de independencia puede ponerse
re = P{X; < X;}P{Y; <V} + P{X; > X;}P{Y; > Y;}
por ser P{X; < X;} = P{X; > X;}

Te = P{X; > X;}P{Y; <Yj} + P{X; < X;}P{Y; > V;}
= P{X; > X;NY; < V;} + P{X; < X;NY; > ¥}

= Tq-.

Dada la realizacién particular de una m.a.s. bidimensional (1, 41), ..., (Zn, Yn)
se pueden estimar 7. y mg y mediante la diferencia de ambos estimadores
estimar .

Sea

1ost (x5 —2i)(y; —vi) >0
aj =9 0 s (zj—z)(y; —yi) =0
—1 st (zj —ai)(y; —wi) <0
es claro que a;; toma el valor 1 con probabilidad =, el valor —1 con proba-
bilidad 7y y el valor 0 con probabilidad 1 — (7. +74), por lo tanto al variar
la m.a.s. Ela;j] = 7.
Se introduce el estadistico muestral de Kendall mediante

(8.6.1.2) T=— A Z Qi

donde sélo se consideran (2) valores a;; ya que a;; y aj; dan la misma

informacién respecto a concordancias o discordancias.
Para cualquier distribucién bidimensional, T' es un estimador insesgado
de 7, ya que

1 n n
E[l)= 2= 3 Y (Te—mq) =7e =g =1
2) i=1j5=1
7>
Nétese que T se puede expresar alternativamente como
P—-—N
(8.6.1.3) T=—w—

(5)
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siendo P el nimero de valores de a;; positivos en la muestra y N el nimero
de valores a;; negativos.

Esta dltima expresién es la méas rédpida de calcular, ya que se puede
reordenar la muestra para que quede en la forma (i,5;) ¢ = 1,...,n con
S; los rangos correspondientes de la variable Y, lo que facilita los cdlculos.
Es decir se ha cambiado la muestra (z;,y;) por la muestra de los rangos
(R;,S;) ordenados de menor a mayor por la primera variable, ya que los
valores de los estadisticos no varfan.

Cuando haya independencia cabe esperar un valor de T" préximo a 0, si la
dependencia es positiva (en el sentido de que cuando una variable aumenta
también lo hace la otra) habrda mayor mimero de pares concordantes que
discordantes, con lo que T serd grande, mientras que si la dependencia es
negativa (cuando una variable aumenta la otra disminuye) el nimero de
pares discordantes serd mayor.

A la muestra (1,1),...,(n,n) le corresponde un valor de P = (n — 1) 4+
.+ 1= @ con lo que si no hay repeticiones es T' = 1. Los diferentes
contrastes que pueden hacerse quedan recogidos en la Tabla 8.6.1.1

Hy Hy Regién Critica
Flz,y) = Fi(z)Fa(y)  Flz,y) # Fi(z)Fa(y) IT| > ¢
dependencia positiva T<c
dependencia negativa T <co

Tabla 8.6.1.1. Regiones criticas para el test de Kendall.

Para la determinacién de las constantes bajo Hy, se puede utilizar que

r(n,p)
n!

P{P = p|Ho} =

donde r(n, p) es el nimero de permutaciones compatibles con el valor p para
las ordenaciones de n elementos.

Con valores pequenos de n se puede construir directamente la distribu-
cién exacta del estadistico T', como indica la Tabla 8.6.1.2, donde se ha

S1 S92 S3 P T S1 S92 S3 P T
1 2 3|3 1 3 2 110 -1
1 3 2(2(1/3|2 3 1/[1][-1/3
2 1 3|12(1/3|3 1 2]1]-1/3

Tabla 8.6.1.2. Valores de P niumero de coincidencias y T estadistico
de Kendall con n = 3.
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empleado que T' = %P — 1 y que la permutacién ordenada de atrds hacia
adelante se corresponde con un valor del estadistico simétrico respecto al 0.
De esta manera se obtiene la distribucién contenida en la Tabla 8.6.1.3

T=t 1 1/3 1/3 1
P{T =t[Ho} | 1/6 1/6 1/6 1/6

Tabla 8.6.1.3. Distribucidon del estadistico de Kendall para n = 3.

Es posible disponer de una expresién recursiva en la forma

P,{P =p|Ho} = 2(Po-1{P = p|Ho} + Pp1{P =p—1|Ho} + ..+
+P,_1{P=p—(n—1)|Ho})

ya que de acuerdo con el teorema de la probabilidad total, la probabilidad
del conjunto de muestras de tamano n compatibles con el valor P = p, es
la suma en ¢ de las probabilidaes de las muestras de tamano n que tienen el
valor n en la i-ésima posicién, con ¢ = 1,2, ...,n. Bajo Hy, la probabilidad de
que una muestra tenga el valor n en la posicién ¢ es 1/n , y la probabilidad
de que P = p, condicionada porque tenga un n en la i-ésima posicién, es
P,_1{P =p—(i—1)|Ho}, ya que el valor n estd por encima de los valores
1,20 — 1.

Este razonamiento, permite calcular la distribuciéon exacta de T para
valores no muy grandes de n.

La distribucién asintética de T es

nin—1) ., ¢
—=T = 7Z ~ N(0,1
2(2n +5) (0.1)
(véase Gibbons y Chakraborti (1992), pag. 349).

Debe notarse que cuando existen observaciones repetidas, tanto en la
primera componente, como en la segunda, como en ambas; a;; toma el valor
cero, por lo tanto el valor del estadistico no se ve afectado, aunque deja de

ser cierto que
n
P+ N =
=)

En la préctica cuando hay repeticiones, lo que se hace es sustituir el
rango de los valores repetidos por el promedio de los rangos que tienen estas
observaciones repetidas.

El test de Kendall puede utilizarse también, para ver si la sucesién
Y1, ---, Yn es aleatoria, para ello se contrasta la independencia de la variable
bidimensional mediante la muestra (i,y;) 7= 1,...,n.
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Ejemplo 8.6.1.1

Para contrastar la independencia entre las notas de Mateméticas e Inglés
en un colectivo, se escogen aleatoriamente 6 alumnos y se observa que han
obtenido las siguientes calificaciones:

Mateméticas | 5 6,50 7 7,50 9 875
Inglés |7 6 650 6’75 850 9’50

Al reordenar la muestra por la nota de Matematicas y empleando los
rangos, se obtiene la muestra equivalente

(1,4) (2,1) (3,2) (4,3) (5,6) (6,5)
con lo que el valor del estadistico de Kendall es
2
() (2)

La forma de la region critica, es de acuerdo con la Tabla 8.6.1.1

—1="7/15.

RC = {|T| > ¢}

con lo que a un tamartio de 0’05, se obtiene para ¢ = 9/15 (véase la Tabla 13
al final del libro). Por lo tanto como 7/15 no pertenece a la RC' se mantiene
la hipdtesis de independencia.

8.6.2. Test del coeficiente de correlacién de los rangos de
Spearman

Dada una m.a.s. de tamano n de una poblacién bivariante, se puede
contrastar la independencia entre las variables, mediante el coeficiente de
correlacion calculado a partir de los rangos de la muestra. Por comodidad
de célculo, se supone la muestra reordenada en la forma (1,51), ..., (n,Sy)
donde S; es el rango correspondiente a la observacién de la segunda com-
ponente que se corresponde con la de rango ¢ de la primera componente.

El coeficiente de correlacion de los rangos de Spearman viene dado por

(8.6.2.1) R=—=
nooo_ n _
\/Z(Z —i)? 32 (8i —9)?
i=1 i=1
expresion que puede simplificarse observando que
- = n+1
= S =
! 2
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pues

"o n(n+1)2n+1)
222_ 6

con lo que se puede poner alternativamente

12 n n—+1
8.6.2.2 R=——755— Si—3
( ) n(n? —1) i;’b n—1

Por ser R un coeficiente de correlacién, estd contenido en el intervalo
(—1,1) y si las variables X e Y son independientes F[R|Hy] = 0, ya que

LA n+1
FE|S;|H — =
[SilHo] = 3 vi= =
y, por tanto
12 " (n+41) n+1
E|R|Hy| = -3 =0.
|| Ho) n(rﬂ—l)g:lZ 2 n—1

Bajo la hipdtesis nula, la distribucién de R es simétrica alrededor de
cero, ya que los valores de los rangos S; pueden ser considerados como una
permutacion de los n primeros nimeros naturales, que si es compatible con
un valor R = r, la permutacién ordenada de atrds hacia adelante asigna el
valor n + 1 —14 al que antes era ¢, lo que lleva al valor R = 7’ con

12 L n+1
/
= — ]_—
r nOZ =) Zg(n+ i)si — 3 —
n+1 12 n
=3 - S,
n—1 n(nQ—l)g:lZ !
=7

La Tabla 8.6.2.1 recoge la forma de las regiones criticas basadas en el
estadistico de Spearman.

Hy H Regién Critica
Py = A@hE)  F@y) £ A@hY) >
dependencia positiva R>c
dependencia negativa R <y

Tabla 8.6.2.1. Regiones criticas para el test de Spearman.

El cédlculo de la distribucién exacta bajo la hipdtesis nula, para valo-
res pequenos de n, puede efectuarse de forma directa. Asi para n = 3, la
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Expresién (8.6.2.2) lleva a la Tabla 8.6.2.2

3 3
Si Sy S5 iSi R | S Sy S5 SiSi R
=1 i=1
1 2 3 14 13 2 1 10 I
1 3 2 13 052 3 1 11 05
2 1 3 13 053 1 2 11 05

Tabla 8.6.2.2. Valores del estadistico de Spearman para n = 3.

con lo que se obtiene la distribucién contenida en la Tabla 8.6.2.3

R=r -1
P{R=r|Hy} | 1/6

05 05 1
1/3 1/3 1/6

Tabla 8.6.2.5. Distribucion del estadistico de Spearman para n = 3.

La distribucién asintética del estadistico de Spearman viene dada por
vn—1R— Z ~ N(0,1)

(puede consultarse en Fraser (1957), pag. 247).

El tratamiento de los rangos repetidos consiste en sustituirlos por su
rango promedio, esto implica que ha de calcularse R mediante la expresién
directa, Expresion (8.6.2.1), y no mediante su expresién simplificada, Fér-
mula (8.6.2.2). De todas formas si n es grande, el error que se comete al
emplear la expresiéon simplificada es minimo.

El test de Spearman puede utilizarse igual que el test de Kendall, para
verificar si la sucesion 1, ..., y, es aleatoria, mediante el contraste de inde-
pendencia basado en la muestra (i,y;) i=1,...,n.

Ejemplo 8.6.2.1
A 8 cocineros que preparan un mismo plato que se presenta a un concurso,
dos jueces les otorgan la siguiente puntuacién:

primer juez: 2
segundo juez: 1

1 3 5 4 8 7 6
2 4 5 7 6 8 3
donde 1 es la mejor calificacién y 8 la peor. Para contrastar la hipétesis nula

de que los dos jueces califican con independencia, la regién critica, con un
test de tamafio 005, es

RC = {|R| > 0'714}
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(véase la Tabla 14 del Apéndice al final del libro). Si se reordena la muestra
por la calificacion del primer juez se obtiene

(1,2) (2,1) (3,4) (4,7) (5,5) (6,3) (7,8) (8,6)

con lo que el valor del estadistico de Spearman es R = %191 — 3% = 0’69,
luego se mantiene la hipétesis de independencia.

8.7. APROXIMACION HISTORICA

Puede decirse que la primera consideracién de un estudio no paramétrico,
fué la del test de los signos realizado por Arbuthnot (1667-1735) en 1710,
ano en que se publica Un argumento para la divina providencia, tomado de
la ley de reqularidad observada en el nacimiento de ambos sexos.

El problema de la existencia de valores discordantes es tratado inicial-
mente por Boscovich (1711-1787), un astrénomo que en 1770 se pregunta
por la conveniencia de calcular la media de un conjunto de observaciones,
una vez suprimidas las observaciones més grandes y mds pequenas, y que
parece haber preconizado el rechazo de los valores discordantes. Esta idea es
recogida por Legendre (1752-1833) en 1805, pero el problema no es tratado
desde el punto de vista probabilistico hasta 1852, en que Benjamin Pierce,
astrénomo y matematico de la Universidad de Harvard, enuncia el primer
criterio basado en la probabilidad de rechazo de observaciones discordantes,
criterio que por cierto fué inmediatamente combatido por otros astrénomos.
A partir de este momento las investigaciones avanzan por dos caminos dife-
rentes. Por un lado aparece una corriente que estudia la ponderacién de
los datos muestrales de manera diferentes, dentro de ésta se puede citar a
Francis Edgeworth (1845-1926) en 1885. Por otro lado se van introduciendo
criterios de rechazo; asi en 1884 Wright propone rechazar cualquier obser-
vacién, tal que |X; — X| sea mayor que 5 veces el error probable, donde
esta ultima cantidad es la mitad del intervalo intercuartilico de la distribu-
cién N(p, o), otras reglas han sido introducidas por Student en 1927, por
Thompson en 1935 y, més recientemente, por Dixon en 1950 y 1951.

Estos desarrollos dieron lugar al estudio del comportamiento de los es-
timadores, cuando las suposiciones usuales de normalidad en la poblacién
no se cumplen, lo que llevé a la introduccién de la mediana y de los es-
tadisticos ordenados por Galton en 1875, quien preconizé la utilizacién de la
mediana muestral para distribuciones con colas més altas que la distribucién
normal, y que le llevaron a él y a Edgeworth, en 1889, a estimar, en esos
casos, mediante funciones de los estadisticos ordenados. Esto originé el que
Simon Newcomb, probablemente el més celebre astrénomo americano del
siglo XIX, estudiara, en 1882, la distribucién de mixturas de distribuciones
normales con varianzas desiguales. Asi en 1886 Newcomb obtuvo un esti-
mador de centralizacién que es mas robusto que la media, dando origen al
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término robusto que fué usado por George Box en 1953 y que ha permitido
el desarrollo de una fructifera rama de investigacién, la teoria de la robustez.

Otro hito importante en los métodos no paramétricos, fué el célebre test
de la x? introducido por Karl Pearson(1857-1936) y publicado en 1900. Algo
mds tarde, Harald Cramér en 1928 y Richard von Mises en 1931, contruyeron
un test de ajuste basado en la distancia entre la funcién de distribucién em-
pirica y la que se pretende contrastar bajo la hipétesis nula, calculada la
distancia mediante sup|F*(z) — Fy(x)|?. Esto dio pie a Kolmogorov a la
introduccioén del estadistico que lleva su nombre y a que obtuviera su dis-
tribucién asintética. En 1939 Smirnov emplea por primera vez el estadistico
de Kolmogorov para un contraste unilateral y generaliza el mismo al caso
de dos muestras; alrededor de 1960 extiende las mismas ideas a més de dos
muestras.

Los tests de independencia nacen en el campo de la Psicologia junto con
las medidas de asociacion entre caracteres; asi el coeficiente de correlacién
de los rangos fué introducido por Spearman en 1904 en un articulo titulado
La demostracion y medida del coeficiente de asociacion entre dos cosas. En
la misma lfnea Kendall, en 1938 introduce su medida de independencia con
un trabajo titulado Una nueva medida de correlacidn de rangos.

El estudio posterior de la homogeneidad entre poblaciones, dio lugar a
la introduccién de los rangos, con los trabajos de Hotelling en 1936, que
culminan con el estudio de Wilcoxon (1892-1965) publicado en 1945 y que
tiene por titulo Comparaciones individuales por los métodos de los rangos.
En este estudio Wilcoxon introduce los tests de rangos, que son continuados
en 1947 por Mann y Whitney.

Sin duda, si se debe fijar méds la atencién en algun autor dentro de la
inferencia no parameétrica este es Frank Wilcoxon, irlandés que pasé a los
Estados Unidos donde consiguié su doctorado en Quimica. Su interés en
la estadistica comenzé en 1925, con el estudio del libro de Fisher Métodos
FEstadisticos para Investigadores. Su contribucién mds importante fué el ya
citado articulo de 1945 en el que introdujo el test de los rangos signados para
dos muestras y el mismo estadistico para muestras emparejadas. Hodges y
Lehmann en 1961 muestran la gran eficacia de estos tests, para practica-
mente cualquier distribucién poblacional.

La construccién de los intervalos de tolerancia y de los contrastes para
los cuantiles de una poblacién, son debidos a Wilcoxon en 1947.

8.8. EJERCICIOS

8.8.1
Contréstese si los datos siguientes provienen de una distribucién N (100, 10)
con un test de tamano 0’05

1079 96’7 912 79 103’1 88 101’3 106 93’7 86
1077 994 1046 1172 112’2 1069 93 88’3 101’9 109’8
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8.8.2
Se supone que el nimero de accidentes diarios en una red viaria sigue una
distribucién de Poisson de pardmetro 2. Se recogen observaciones durante
200 dias, obteniéndose los siguientes resultados

n° de accidentes 0 1 2 3 4 5 6 76mas
n° de dias 22 53 58 39 20 5 2 1

Contréastese el ajuste a la distribucién indicada, mediante un test de
tamano 0'05.

8.8.3
Un programa de ordenador genera nimeros distribuidos aleatoriamente con
distribucién Uniforme en el intervalo (0,10) . Tras obtener 250 nimeros se
observan los siguientes resultados:

intervalos [0,2] (2,4] (4,6] (6,8] (8,10]
observaciones 38 55 54 41 62

.Son estos resultados compatibles con las hipétesis hechas? Témese un
tamano de 0'05.

8.8.4
Al lanzar un dado 300 veces, se han obtenido las siguientes frecuencias

valores 1 2 3 4 5 6
frecuencias 43 49 56 45 66 11

Contréstese si el dado es equilibrado mediante un test de tamafio 0'05.

8.8.5
La observacién de defectos congénitos en una muestra de 100 individuos de
una poblacién, dié lugar a la siguiente tabla:

n°dedefectos 0 1 2 3 4 5
frecuencias 84 9 3 2 1 1
. Puede decirse que se ajustan a una distribucién de Poisson? Témese un
test de tamafio 0/05.

8.8.6
Se estd estudiando la distribucién de los grupos sanguineos en dos comu-
nidades. Los resultados obtenidos fueron:

| 0 A B AB
Comunidad 1 | 121 120 79 33
Comunidad 2 | 118 95 121 30

a) ;Se puede considerar que ambas comunidades tienen la misma dis-
tribucién de grupos sanguineos?
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b) (Se puede afirmar que el modelo tedrico que asigna probabilidades a
los distintos grupos sanguineos es el contenido en la siguiente tabla?

grupos | O A B AB
probabilidades | r? p?+2pr ¢*+2qr 2pq

con p + g+ r = 1. Supéngase inicialmente p = 0’25 g = 017. Témese un
test de tamano 0/05.

8.8.7
La siguiente tabla recoge los resultados de una m.a.s. de 400 individuos
empleados en una misma compania

sueldos en euros
anos de permanencia | < 480 (480 — 900] > 900

<5 75 75 25
(5 — 10] 25 50 25
> 10 25 75 50

Mediante un test de tamano 005, contréastese la independencia entre las
variables, anos de permanencia y sueldos.

8.8.8
Dadas cuatro muestras de tamanos respectivos ny = 24,n9 = 20,13 = 25
y ng = 20, se quiere contrastar si provienen todas de una poblacién con
distribucién N (0, 1). Para ello se divide la recta real en los intervalos A; =
(=00, —0"75], As = (—0'75,0], A3 = (0,0'75] y A4 = (0’75, +00) llegdndose a
la siguiente tabla:

| A1 Ay A3 Ay
muestra 1 | 3 7 7 7
muestra 2 | 3 5 5 7
muestra 3 | 9 5 ) 6
muestra 4 | 4 6 8 2

Contrastese la hipétesis de homogeneidad mediante un test de tamano
0'05.

8.8.9
La siguiente tabla recoge la distribucién observada de dos caracteristicas,
que presentan ciertas plantas de guisantes

Forma Color
del polen | Morado Rojo
alargado 6 1 7
redondo 1 2 3
7 3 10
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Se pide:

a) Contrastese el ajuste de las distribuciones empiricas marginales a la
proporcién 3:1 mediante el método de la distancia de K. Pearson.

b) Contréstese la independencia entre la forma y el color mediante el
test de la razén de verosimilitud.

Empléese en ambos casos un tamario de 0'05.

8.8.10
Las ventas en dos establecimientos 1 y F2 de una misma cadena, fueron
controladas aleatoriamente en 10 y 15 dias respectivamente, arrojando los
resultados siguientes en unidades convenientes:

Ey | 143’5 125’6 142’8 150’2 128’5 1479 139’8 140'6 147’3 145’9

Ey | 1507 145’8 147’3 148’9 153’5 1601 140’4 128’9 155’6 120°1
152’3 151’3 124’2 1396 110'2

Contréstese mediante el test de Kolmogorov-Smirnov si cabe suponer
que las ventas son iguales. Témese un tamaiio de 0'05.

8.8.11
Los siguientes 20 datos han sido obtenidos por simulacién en un ordenador a
partir de una distribucién N(1,3). Contréstese su adecuacién a una N (0, 1)
y auna N(u,0) mediante contrastes de tamafio 0'05.

-0’09 141 3’99 762 -1'56 1’52 -'057 1’09 3’56 078
1’60 296 -0’14 -1'81 -1'14 3’34 816 0’12 1’05 5’46

8.8.12
Para contrastar la habilidad de los parasicélogos para inducir influencia
paranormal, se les pide a 9 de ellos que induzcan roturas en las visitas a una
tienda de porcelanas. El niimero de roturas entre 500 visitantes; el dia que
estaba el parasicélogo y el mismo dia de la semana anterior, sin la presencia
del mismo, queda recogido en la siguiente tabla:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
con parasicélogo | 2’5 3’5 10 46 38 59 6’1 151 24
sin parasicélogo | 0 37 24 38 41 12 1’1l 1’3 O
Realicense contrastes de localizacion, para ver si el fenémeno paranormal
se ha presentado. Utilicese un tamaiio de 0'05.

8.8.13
En una estanterfa hay 28 libros, 12 de Estadistica y los restantes clasificados
como generales. Mediante el test de Mann- Whitney- Wilcoxon contréstese si
puede suponerse que tienen el mismo nimero de pédginas. Repitase el con-
traste mediante el test de normalidad. Utilicese en ambos casos un tamano
de 0°05.

Estadistica | 126,142,156,228,245,246,370,419,433,454,478,503

Generales | 29,39,60,71,82,112,125,170,192,224,263,275,276,286,369,756
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8.8.14
Dadas las siguientes muestras correspondientes a dos poblaciones

X|13 53 59 75 76 79 129 138
Y|96 102 104 107 110 130 133 141

Se pide:

a) Contrastese, mediante la primera muestra, si el cuantil de la poblacién
de que proviene es k75 = 75’5 frente a que es distinto de ese valor.

b) Mediante el test de Kolmogorov-Smirnov, contrastese si las dos mues-
tras provienen de la misma poblacién frente a que es Fx > Fy.

c¢) Repitase la parte b) para el test de la mediana.

d) Repitase la parte b) para el test de Mann- Whitney- Wilcozon.

Utilicese en todos los casos un tamario de 0'1.

8.8.15
Se han tomado dos muestras de tamafno 12 de las calificaciones dadas por
dos profesores que corrigen dos grupos distintos de una misma asignatura.
Los resultados obtenidos han sido
1= | 1’9 22 3 37 56 66 67 71 75 78 82 95
P | 1’3 26 33 59 T2 76 77T 8 81 85 886 9

Mediante el test de Mann- Whitney- Wilcoxon, contristese si ambas mues-
tras proceden de la misma poblacién, frente a la hipétesis de que las pobla-
ciones difieren en un pardmetro de localizacién. Utilicese un tamaio de 0'05.

8.8.16
Diez ninos y diez ninas de 4 anos de edad, fueron observados durante dos
sesiones de juegos de 15 minutos cada una. Durante este tiempo se les midié
el grado de agresién mediante un test conveniente, a calificacién més alta co-
mo resultado del test, mayor grado de agresién. Se obtuvieron las siguientes
observaciones:

niﬁas| 15 26 16 9 7 16 58 22 40 55
niﬁos|104 41 50 45 65 113 65 72 69 86

Contréstese si existe diferencia de agresividad significativa mediante el
test de Kolmogorov-Smirnov, el de la Mediana y el de Mann- Whitney- Wilcoxon.
Toémese un tamaino de 0'05.

8.8.17
Se quiere averiguar si existe independencia entre las calificaciones en Es-
tadistica y Andlisis del tercer curso de la Licenciatura en Matemdticas. Se
escogen al azar las notas de 15 alumnos y se observan los valores siguientes:
58 24 15 73 46 79 82 93 45 35

1 47 32 95 65
Anslisis ‘ 55 7 61 5 42 17 52 62 57 72

Estadistica

6 2 31 54 71
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Contréstese la hipdtesis nula de que hay independencia mediante un test
de tamano 0/05.

8.9. SOLUCION A LOS EJERCICIOS

8.9.1
Mediante el test del cuadrado de la distancia de K. Pearson (véase la Seccién
8.2.1), se construye la siguiente tabla

A; <9326 (93'26,100] (100,106'745] > 106'745
P(A;[Hy) 025 025 025 025 1
O; 6 3 5 6 20
E; = 20P(A;|Hp) 5 5 5 5 20

como la regién critica es de la forma
4
RO = {30~ B/ > 1 v
i=1

y el valor del estadistico es 1’2, al ser X%-()'os = 7’81 (véase la Tabla 4 al final
del libro), se acepta la hipétesis nula. Al valor 12 le corresponde un p-valor
de 0'753.

Mediante el test de la RV la regién critica es

RC = {/\(nl, ) = iﬁl <np/n>” < c}

para la determinacién de la constante se emplea que —21n A(Ny, ..., Ni) se
distribuye aproximadamente con distribucién X%-p luego

4
i
RC { 2In A(nq, ..., n4) 2;71@111 v > lnc}

el valor del estadistico es —2[—1'0939 + 1’5325 — 1'0939] = 1’3106, y como
—Ilnc = Xi71~0/05 = T'81 se acepta Hy que la muestra proviene de la
distribucién N (100, 10).

Por dltimo, mediante el estadistico de Kolmogorov-Smirnov (véase la
Seccion 8.4.1), se tiene que Dyfy = 0'0857 Dy, = (/1017 luego Doy = 0'1017,
como la regién critica es de la forma

RC = {Dy, > dp,0}

(vedse la Tabla 8.4.1), y como da,005 = 0294 (véase la Tabla 7 al final
del libro), se acepta también Hy, al valor del estadistico 0’1017 le corres-
ponde un p-valor de 0'98. De todas formas, al ser tratados los datos de
forma agrupada se pierde informacién, por lo que la utilizacién del test de
Kolmogorov-Smirnov no es demasiado adecuada.
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8.9.2
Se trata de contrastar el ajuste a un distribucién de Poisson(2). Mediante

el método de la distancia de K. Pearson (véase la Seccién 8.2.1), se contruye
la tabla

A; 0 1 2 3 4 5
P(A;|Ho) 0’1353 02707 0’2707 0’1404 0°0902 0’0361
O; 22 53 58 39 20 5
E; =200P(A;|Hp) | 2706 54’14 54’14 3608 1804 722
A; 6 >7
P(A;|Hp) 0’0120 0’0043 | 0’9597
0; 2 1 200
E; =200P(A;|Hy) 2’4 086 | 199’94

se reagrupan las tres iltimas clases, para que las frecuencias esperadas F;
sean siempre mayores o iguales que 5.

A; 0 1 2 3 4 >5
P(A;|Hy) 0’1353 02707 02707 01404 00902 0°0524 | 09597
O; 22 53 58 39 20 8 200
E; = 200P(A;|Hp) | 2706 54’14 54’14 3608 1804 1048 | 19994

La regién critica es de la forma

RC = {Z% > XEgrgs = 11 1}

i=1

y el valor del estadistico es 3’881, luego se acepta Hy. Al valor 3/881 le
corresponde un p-valor de 0'57.
Si se aplica ahora el test de la RV la regién critica es

A H
{ 2201 ‘ 0) >x§;0/05=11’1}
y el valor del estadistico
—2[4’554 4+ 1279 — 3'9944 — 3'0351 — 2/0628 + 2'1602] = 2'5004

luego se acepta Hy.

Si se utiliza ahora el estadistico de Kolmogorov-Smirnov (véase la Seccién
8.4.1), se obtiene Dg = 0’36 lo que lleva a un p-valor de 0’4183 por lo que se
acepta Ho, de la Tabla 7 en el Apéndice es dg,r05 = 0’519, la regién critica
es de la forma

RC = {Dy > dp = 0'519}
(véase la Tabla 8.4.1.1).
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8.9.3

Se trata de contrastar Hy :

f(x) =

1

€ (0,10) frente a Hy

: f(z)

10

cualquiera. Mediante el método de la distancia de K. Pearson se construye
la tabla:

A; (0.2 (24] (46] (6.8 (8,10

P(A;|Hyp) 02 02 02 072 2 1
O; 38 55 54 41 62 250
E; =nP(A;|Hy) | 50 5 05 05 50 250
La region critica es de la forma
(0: — Ey)?

RC:{Z

> Xio0s = 9 49}
i—1

E;

el valor del estadistico es 8’2, luego se acepta Hy. Al valor del estadistico le
corresponde un p-valor de (0/085.
Mediante el test de la RV se tiene la region critica

{2201

el valor del estadistico es 836 # 949 luego se acepta la hipétesis nula.
El estadistico de Kolmogorov-Smirnov no debe emplearse en este caso por
venir las frecuencias agrupadas.

P(Ai|Ho)

s = 949
1/250 _X4oo5 }

8.9.4

Se pretende contrastar Hy : Multmomwl(?)OO Ll 1) frente a Hy :

7667676

Multinomial (300, p1, ..., ps) con Zpi = 1. Para utilizar el método de
i=1

la distancia de K. Pearson se tiene la tabla:

A; 1 2 3 4 5 6
P(A;|Hy) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6| 1
Oi 43 49 56 45 66 41 | 300
E;=nP(Aj|Hy) | 50 50 50 50 50 50 | 300

La regién critica es de la forma

b

6

> e

=1

2

> Xar05 = 11 1}
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Mediante el test de la RV la regién critica es

A H,
{ 220 In ‘ o) 5 X205 = 11’1}

el estadistico da 863 luego se acepta también la hipé6tesis nula.
Por venir los datos agrupados, no esta indicado el test de Kolmogorov-
Smirnov.

8.9.5
Se trata de contrastar Hy : Multinomial(100, p1(A), ..., pe(A)) frente a Hy :
6 i
Multinomial(100,p1, ...,ps) con Y. p; = 1, donde p;(N) = e”“%. Para

i=1
determinar A, se debe resolver

6 .
mx T (V)"

Tomando logaritmos y derivando respecto de A, se resuelve en A la
ecuacion o
6, xpi(N)
> it
i=1 pi(A)
expresion que toma la forma

z 1 >\z
Zm [—6 Ail e — 1'] eiAﬁ =0

=1

=0

de donde .
A= Yo [ 3 o =
: 1/7
Para realizar el contraste de la distancia de K. Pearson, se construye la
tabla:

A; 1 2 3 4 5 >5
pi(\) 0'7408 02222 00333 0°0033 0°0002 0°0000 | 1
0; 84 9 3 2 1 1| 100
E; =100p;(A) | 7408 8222 333 033 002 0 | 100

con el fin de lograr que las frecuencias esperadas sean préxima a 5, se agrupan
las tres ultimas clases, lo que lleva a la nueva tabla:

A; 1 2 >2
pi(\) 07408 02222 00368 | 1
0O; 84 9 7 | 100
E; =100 p;(\) | 7408 8222 368 | 100
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La regién critica es de la forma
(Oi — Ei)
RC: {ZlT >X10105 —384

el estadistico vale 12/188, luego se rechaza la hipétesis nula. El p-valor co-
rrespondiente a 3/84 es de 0'0002.
Mediante el método de la RV la regién critica viene dada por

i
{2201 1/100—X10’05 384}

el valor estadistico es 13’846; luego también se rechaza la hipétesis nula.

8.9.6
a) Es un test de homogeneidad (véase la Seccién 8.2.2) donde las
probabilidades de las multinomiales son respectivamente

4 4

Ho : p1,p2,p3,p4 con ) p;=1 Hy:pii..pig con ) p1j=1

=1 j=1

239 215 _ 200 63 4
DI=%F D2=%F D3=%5 Pa= 71 P21...P2a con Y poj =1

j=1

ng
pz] - n”

(8

se tienen los siguientes resultados

121 120 79 33| 353
118 95 121 30 | 364
239 215 200 63 | 17

por lo tanto se trata de contrastar

Hp :0’333 0’300 0’279 0°088 H; :0’343 0’340 0’224 0’093
0’324 0’261 0’332 0’082

Mediante el método de K. Pearson

_ (nij_ni-n 5 2 2
RC = i, 2 Xo—1)(k—1)a = X3005

=1,

el valor del estadistico es 11’74 y el cuantil X§;0,05 = 7’81, luego se rechaza
la hipdétesis, el p-valor es 0'0083.
Mediante el método de la RV

RCz{ Zan] >7’81}
Dij
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el valor del estadistico es 11'682; luego se rechaza Hy,

b) Como por la parte a) hay que rechazar la homogeneidad entre
ambas muestras, se va a proceder a contrastar el modelo muestra a muestra.
Se pretende contrastar la hipétesis nula

Hy:1% p?+2pr ¢®+2qr 2pq
donde sustituyendo por
p=025 g=017 7=058
quedan realmente las probabilidades
Hy : 0’3364 0’3525 072261 0’085

frente a
Hy : 0’343 0’340 0224 0°093.

Para realizar el contraste mediante la distancia de K. Pearson se cons-
truye la siguiente tabla:

A; 0 A B AB
P(A;|Hp) | 0’3364 0’3525 0’2261 0085 | 1

0; 121 120 79 33 | 353

L; 11875 124’43 79’81 30 [ 353

la regién critica es de la forma

4 (0; — E:)?
RC - Z u Z X%'O’OS - 7/81
=1 B ’
el valor del estadistico es 0’5086 luego se acepta Hy, y el modelo es correcto.
Aunque no es necesario hacerlo para la segunda muestra, ya que am-
bas no eran homogéneas, se puede repetir el procedimiento. Es decir, si se
contrasta la hipdtesis nula

Hy: 0’3364 0’3525 0’2261 0’085
se tiene la siguiente tabla:

A; 0 A B AB
P(A;|Hp) | 0’3364 0’3525 0’2261 0085 | 1
O; 118 95 121 30 | 364
E; 122’45 128’31 82’3 30794 | 364

La regién critica es de la forma
4 (0, — E:)?
RC = {Zu > 7’81}
i=1 E;
el valor del estadistico es 27'0357, que se corresponde con un p-valor de

0122 x 1074, luego como era de esperar se rechaza la hipétesis nula.
El lector puede repetir el ejercicio utilizando el método de la RV.
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8.9.7
Es una tabla de contingencia (véase la Seccién 8.2.3). Mediante el método
de K. Pearson la regién critica es de la forma

> Xou2: 005 = 949

el valor del estadistico es 33/3929, luego se rechaza la hipétesis de indepen-
dencia. Mediante el test de la RV la regién critica es de la forma

: E

- Vg
[

RC_{ 2271”11’1 7 2X40/05949}
0,J n

el valor del estadistico es 33/8986 luego se rechaza también la hipétesis nula.

8.9.8
Es un contraste de homogeneidad (véase la Seccién 8.2.2). Mediante la tabla
siguiente:

muestras | A1y Ay Az Ay
1 3 T 7 T |24
2 3 5 5 7120
3 9 5 5 6 |25
4 4 6 8 2 |20
19 23 25 22|89

se pretende contrastar la hipé6tesis nula

Hy: 02266 0’2734 02734 0’2266

donde estas probabilidades p; han sido calculadas bajo la hipétesis de nor-
4

malidad, frente a la hipétesis alternativa Hp : pi1...p1a con Y p1j = 1,

=
4 4

D21y, D24 CON Y poj = 1, p31,...,p3a con »_ p3;j = 1, pa1,...,pasa con
j=1 j=1

4

Z P4j = 1. La

=

nLnZ)Q

{ZZ(HUT

n

>\ 005 = 21}

el estadistico vale 9’21 ; luego se acepta la hipdtesis de homogeneidad, el
p-valor es de 0'9555. Obsérvese que al estar la hipétesis nula perfectamente
especificada, el nimero de grados de libertad de la x2 es 12.
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El test de la RV tiene de regién critica

4 Di
RC=<¢-2> n;ln > 21
z; Y g n T
j=1
el valor del estadistico es 15/7856, luego también se acepta la hipétesis nula.

8.9.9
a) Hay que contrastar

Hy: 0’75, 025 frentea Hjp:p1,p2 con p1+p2=1

mediante el método de la distancia de K. Pearson (véase la Seccién 8.2.1).
Se tiene la tabla

A M R
P(A;[Ho) 075 026 | 1
0Oy 7 3 |10
E; =10P(A;Ho) | 75 255 | 1

La regién critica es de la forma
2 (0, — E; 2
RC =< M > X%;0'05 — 3'34
=1 B

el valor del estadistico es 0'133; luego se acepta el ajuste a la distribucién
3:1, el p-valor es 0'715.

b) Por el resultado de la parte a) se toman como distribuciones
marginales las dadas por (0'75,0'25) y se trata de contrastar

Hy :pij = pipj. i=1,2 j=1,2 con p1.=p1 =075 po. =po=025

frente a
Hy :pi1,pi2,p21,p22 con 3opij =1,
0.
mediante el método de la RV como los EMV  bajo Hy son Djj = ni;/n,
la regién critica es de la forma

y el valor del estadistico es 4’5344, luego se acepta la hipétesis de indepen-
dencia.
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8.9.10
Se pretende contrastar Hy : F'x = Fy frente a Hy : Fx # Fy mediante el
test de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras (véase la Seccién 8.5.1). La
regién critica viene dada, véase la Tabla 8.5.1, por

RC = {Dpmn > dmn;aq}

con
Dy = sup |F7T@(x) - G;‘;(I)l
x

y donde m = 10,n =15 y o = 0'05.
Los célculos pueden llevarse a cabo de la manera siguiente:

muestra |Fio(x) — Gis(2)] muestra |Fio(x) — Gis(2)]

yay = 1102 0’0667 x(7y) = 1459 0’233
Y = 1201 0’133 Y(s) = 147'3% 0’167
y(3) = 1248 0’200 Y(s) = 147'3% 0’267
() = 125’6 +0’100 T(9) = 1479 0’367
T(9) = 128’5 0 Y(o) = 148'9 0’300
Y(a) = 128’9 0’067 T(109) = 1502 0’400
Y = 1396 0’133 Y(10) = 150'7 0’323
Tz = 139'8 0’033 Yy = 151’3 0’267
Ye) = 140’4 0100 Yoy = 152'3 0’200
:13(4) = ]_40,6 0 y(13) = 153’5 0’133
Tz = 142'8 0’100 Y(14) = 155’6 0’067
TG = 143’5 0’200 Y15y = 160'1 0
y(7) = 145’8 0’133

Se observa, que al estar repetido el valor 147’3 ha sido asignado a la
segunda muestra, si se hubiera asignado a la primera, hubiera quedado la
secuencia primero x(g) = 147’3 y luego yg) = 147’3 con lo que los niimeros
0’167 y 0'267 se hubiera sustituido por 0’333 y 0’267 respectivamente que
no afectan al valor del maximo que es Djg15 = 0'4. Por lo tanto la regién
critica es

RC = {D10,15 > d10,15,0005 = 0'5}

(véase la Tabla 10 al final del libro), luego se acepta la hipétesis de igualdad
de las dos distribuciones.

8.9.11
Mediante el test de Kolmogorov-Smirnov para una muestra (véase la Secci-
6n 8.4.1), se trata de contrastar Hp : X ~ Normal(0,1) frente a Hy :
cualquier otra distribucién continua. La regién critica viene dada (véase la
Tabla 8.4.1.1) por
RC ={Dy, > dn.n}

conn =20y a=005.
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Los célculos pueden disponerse de la siguiente forma:

(i) L Fzy) f-F@) = Fylzg) - =
8T 005 0035 0015 0 0035
156 010 0°059 005 0°009
114 015 0127 0023 010 0027
057 020 07284 0084 015 0'134
014 025 0444 0194 020 0244
2009 030 0464 0164 025 0214
0'12 035 0548 0’198 0'30 0248
078 040 0782 0382 035 0432
105 045  0'853 20403 040
109 050 0862 0362 045 0412
4l 055 0921 0371 0'50 0421
152 060 0936 0336 0’55 0’386
160 065 0945 0295 060 0345
296 070  0'998 0298 065 0’348
334 075 0999 0249 070 0299
356 080 07999 0199 075 0249
399 085 0999 0’149 0'80 0’199
546 0°90 1 0’1 0’85 0’150
762 095 1 005 090 01
816 1 1 0 095 005

Por tanto Dy, = 0'041, D5y = 0'453 y Doy = 0'453. De las tablas se
obtiene dag,0r05 = 0'294 (véase la Tabla 7 al final del libro), luego se rechaza
el ajuste a la distribucién N(0,1).

Para realizar el ajuste a una distribucién normal, se calculan T = 1’8675
y s = 2/81308, se trata ahora de contrastar

Hy: X ~ N(1'87,2/81)

frente a Hj : cualquier otra distribucién continua.

La regién critica es la misma de antes, pero donde el valor de d,,» se
toma de la tabla del test de Kolmogorov-Sminov cuando los pardmetros
se ajustan a partir de la muestra, dap.p0s = 0’192 (véase la Tabla 8 del
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Apéndice). Los cdlculos pueden disponerse de la siguiente forma:

oh 2 Few) Ef-Fgm) 2 Fp(ee) -2
81 005 0095 -0°045 0 0095
-I'56 010 0°111 20011 005 0061
14 015 07142 0008  0'10 0'042
057 020 0°193 0007 015 0'043
014 025 0237 0013 020 0037
009 030 0243 0057 025 -0°007
012 035 0267 0083 030 -0°033
078 040  0'349 0051 035 -0°001
105 045 0385 0065 040 -0°015
109 050  0°391 0109 045 -0°059
141 055 0435 0115 0'50 -0°065
152 060 0450 0’150 0’55 -0°100
160 065 0462 0°60 -0°138
296 070 0651 0049 065 0001
334 075 0699 0051 070 -0°001
356 080 0726 0074 075 -0°024
399 085 0775 0075 0’80 -0°025
546 090  0'899 0001 085 0049
762 095  0°980 0030 0'90 0080
816 1 0987 0013 095 0037

donde ahora los valores de Fj(z) se corresponden con los de la distribucién
N(1'87,2/81). Se tiene que Djy = 0'188, Dy, = 0095 y Doy = 0’188 luego
la region critica es (véase la Tabla 8.4.1.1)

RC = {Dgo > 0/192}
y se acepta el ajuste, de hecho el p-valor es aproximadamente 0/477.

8.9.12
Si se denota por x; al resultado obtenido con el parasicélogo presente, e y; al
resultado obtenido la semana anterior, la sucesién d; = x; —y; debe contener
aproximadamente el mismo nimero de diferencias positivas que negativas,
si no hay prediccién paranormal. Por lo tanto se trata de ver, mediante el
test de los signos, si la sucesién

Foot -ttt +

es compatible con Hy : k1 = 0 frente a Hy : k1 > 0, ya que en este iltimo
caso el nimero de difererQlcias positivas serfa Hfayor. Si se denota por Y al
nimero de diferencias positivas es Y = 6 y la region critica viene dada por
RC ={Y > 1} donde la distribucién de Y bajo Hp es Binomial(9,0'5)
(véase la Seccién 8.4.2).
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Con « = 0/05, para que P{Y > ¢1|Hp} < 005 ha de ser ¢; = 8 puesto
que P{Y > 8|Hp} = 00196, P{Y > 9|Hp} = 0'0899 (véase la Tabla 1 del
Apéndice), luego se acepta la hipétesis nula y por lo tanto se concluye que
no hay induccién paranormal.

También es aplicable el test de Wilcoxon de los rangos signados (véase
la Seccién 8.4.2). Se trata de calcular el estadistico de Wilcoron T+ =

9

> Zir(|D;]) con Z; = 1 para los rangos correspondientes a diferencias
i=1

positivas (véase la Expresion (8.4.2.1)).

di: 25 -02 -1'4 08 03 47 5 138 24
ldi|: 25 02 14 08 03 47 5 138 24
r(d): 6 1 4 3 2 7.8 9 5

Por lo tanto Tg"' =6+3+7+8+9+5 = 38. De acuerdo con la Tabla
8.4.2.2 la regién critica es RC = {Ty" > ¢1}, de la restriccién de tamaiio, ha
de ser P{T9+ > c1} > 0'05 de donde se sigue que ¢; = 36, luego se rechaza
la hipétesis nula.

Como se ve, con los dos tests se han obtenido resultados distintos; en
general el test de los rangos signados de Wilcoxon utiliza de manera mads
matizada la informacién —ya que utiliza los rangos— que el de los signos
—que solo utiliza las diferencias—; de todas formas, al no haber demasiada
diferencia, se deberia recurrir a un estudio posterior con un tamano muestral
mayor.

8.9.13
Mediante el test de Mann-Whitney- Wilcozon se trata de contrastar

Hy:Fx =Fy frentea Hy: Fx # Fy

la region critica es RC ={U >¢1 o U < ca} con U =n° de veces que la
primera muestra estd por encima de la segunda (véase la Seccién 8.5.3). El
valor del estadistico es

U=74+7+74+10+104+104+15+ 15+ 15+ 15+ 15+ 15 = 141.

Para determinar las constantes, se utiliza la restriccién de tamano me-
diante
P{U > ¢1|Hp} <0025
y empleando que

U — mn

2 £ Z ~N(0,1)
\/%(m—i—n—i— 1)mn
conm=12y n =16 queda
Pz > 9" _ o5

21’54
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con lo que ¢; — % =196 y por lo tanto ¢; = 13822 y co = 96 — 1/96 -
21’54 = 53'78. La regién critica es de la forma

RC ={U > 13822 6 U < 5378}

(véase la Tabla 8.5.3.1), luego se rechaza la hipétesis nula; los libros de
Estadistica y generales no tienen el mismo nimero de pédginas.

Mediante la suposicién de que las muestras provienen de sendas pobla-
ciones normales X ~ N(u,01) e Y ~ N(uy,02) se empieza contrastando
la igualdad de varianzas

2 2

o o
H()I—é:]. frenteale—é#l
93 93

con lo que la regién critica es de la forma (véase, en la Seccién 5.2.2; la Tabla
5.2.2.4)

St . os2 ,
RC = {S_% 2 fm-1n-1g i St>53 6 S_§ > fa-im-1;g s S2 < S%}
se tiene que m = 12, n = 16, S} = 197388, S3 = 319773, % >
1

fotm-1,2 = fi51150025 = 3/33. Como 1’62 < 333, se acepta la igualdad de
las varianzas.
Si se contrasta ahora la igualdad de medias

Hy :py = py frente a Hy : g # g

la regién critica es (véase la Tabla 5.2.2.3)

_ I 1
RC—{lx—ylztmm—z%Sp EﬂLg}

_ 2 _ 2 / 7]
con §2 = (m 13541r:(—n2 DS _ 1119738 81531013 _ 96 799/4, S, = 163/705

y 1/1—12 + % = (/382, luego la regién critica es

RC = {|z — 7| > 2/068 - 163'705 - /382 = 129'323}

y como el valor del estadistico es |T — 7| = 316’67 — 208’063 = 108607 se
acepta la hipétesis de igualdad de medias y por lo tanto, bajo la suposicién
de normalidad, ambas poblaciones son iguales.

No se ha contrastado sin embargo la hipétesis de normalidad de muestra,
que se deja como ejercicio para el lector (véase la Seccién 8.4.3).

8.9.14
a) Se trata de contrastar mediante el test de los signos

Hy : kgrs = 75’5 frente a  Hj : kgys # 0'75
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La regién critica es de la forma
RC={Y >c 6 Y<c con c1>ca}

con Y = n° de diferencias positivas en la muestra x; — 75’5, que en este
caso es de 4 (véase la Seccién 8.4.2 y la Tabla 8.4.2.1).
Bajo Hy la distribucién de Y ~ Binomial(8,0'25), luego para que sea

P{Y > c1|Ho} <0005 P{Y < ¢y|Ho} < 0/05

de la primera ecuacién, mediante las tablas de la distribucion Binomial, se
obtiene P{Y > 4|Hp} = 01138 y P{Y > 5|Hp} = 00273 luegoc; =5
y la regién critica es

RC={Y>5 6 Y <0}

como 4 25 se acepta Ho.
b) Mediante el test de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras y
para contrastar

Hy: Fx =Fy frentea H;:Fx > Fy
La regién critica es
RC = {DrJrrL,n > dnt,n;a}

con Df = sup,(Fy(z) — Gy(x)) m=n =8 (véase la Seccién 8.5.1 y la
Tabla 8.5.1). Para el cdlculo del estadistico se utiliza la siguiente tabla:

datos ordenados n(F(z) — G} (z))

L) = 13 1
2(3) = 59 3
:17(4) =175 4
(5 = 76 5
() =79 6
Yy = 96 5
Yia) = 104 3
y(4) =107 2
Yi) = 110 1
7y = 129 2
Y(s) = 130 1
Yy = 133 0
T9) = 138 1
Yi) = 141 0
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De la restriccién de tamano ha de ser
P{Dé”8 < dgr&o,l} <01
y de la Tabla 11 del Apéndice

4
+
d88;0'1 -3
Como el valor del estadistico es D§L8 = % y g > % se rechaza la hipétesis

de homogeneidad.

¢) Para contrastar la igualdad de ambas poblaciones mediante el
test de la mediana Hy : Mx = My frente a Hy : Mx # My, la regién
critica correspondiente viene dada por

RC={T>c 6 T<cy con c1 > ca}

siendo T el niimero de observaciones de la primera muestra que quedan por
debajo de la mediana muestral (véase la Seccién 8.5.2 y la Tabla 8.5.2).

Comom=n=8 N=m+n=16 y [%] =8 la mediana muestral
es Z([%]—i-l) = Z(9) = y(3) = 104. La distribucién de T es

P{T = t|Hp} = M

)
con k = [§]=8.

Debido a que T'= 6,y P{T > 6|Hy} = 0'00497+0'0000777 = 0'0050477,
se tiene que el p-valor es menor que 0’1, luego se rechaza que las dos pobla-
ciones sean la misma.

d) Mediante el test de MWW se pretende contrastar

Hy: Fx = Fy frente a Hy : Fix > Fy.

Se introduce el estadistico U = n° de veces que la primera muestra queda
por debajo estrictamente de la segunda muestra (véase la Seccién 8.5.3) y
la regién critica es de la forma (véase la Tabla 8.5.3.1)

RC = {U > C]},
mediante la restriccién de tamano ha de ser
P{U > 01|H0} < 0'1

de donde se obtiene ¢; = 44 (véase la Tabla 12 al final del libro). Como el
valor del estadistico es

U=8+8+8+8+8+8+3+1=252

se rechaza Hy y las dos muestras no son homogéneas.
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8.9.15
Para contrastar mediante el test de MWW.

Hy: Fx =Fy frentea H;: Fx # Fy
la forma de la regién critica es
RC={U>c¢1 6 U<cy con ¢1>ca}

(véase la Tabla 8.5.3.1 de la Seccién 8.5.3). Donde U es el nimero de veces
que la segunda muestra estd por encima estrictamente de la primera, es decir

U=11+11+10++9+9+8+8+8+7+5+3
=89

Para satisfacer la restriccién de tamano, ha de cumplirse

P{U > ¢} < 00025

como
U — mn
—— 2 5 7.N(0,1)
mn(m+n+1)
V 12
ha de ser
cp — 72 ;
=002
12> 73305 = 002

de donde ¢; = 72 4+ 1'96 - 17/3205 = 105’948 y por simetria ¢ = 72 — 1'96 -
173205 = 38'052. Por lo tanto se acepta que ambas poblaciones son iguales
y que los dos grupos son homogéneos.

8.9.16
Como gran parte de los valores de la muestra de los ninos quedan por encima,
vamos a contrastar, inicialmente mediante el test de Kolmogorov-Smirnov
Hy: Fx = Fy frentea Hi:Fx >Fy
con lo que la regién critica es de la forma

RC = {Dr—z,n > d:@n;a}

(véase la Tabla 8.5.1.1). De la Tabla 11 del Apéndice, dfy 90005 = 15 ¥
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construyendo la tabla:

datos ordenados n(Fy(z) — G} (z)) || datos ordenados n(F;(z) — G (x))

‘T(l) =7 1 y(3) =50 5

z@) =9 2 T(9) =55 6

L(3) = 16 3 L(10) = 58 7
z(g) = 16% 4 Y(a) = 6% 6
z(5) = 16% 5 Y(s) = 65% 5

L) = 22 6 Ye) = 69 4

L7y = 26 7 Yy = 72 3

z(g) = 40 8 Yy = 86 2

Ye) = 45 6 y10 = 113 0

se obtiene Dfn,n = %, donde se observa que los valores repetidos, que apare-

cen con un asterisco detrds, no afectan al valor de estadistico. Como 0’8
pertenece a la RC' se rechaza la hipétesis nula.
Mediante el test de la mediana se trata de contrastar

Hy: Mx = My frente a Hi : Mx < My
la region critica es de la forma
RC = {T > Cl}

siendo T' = n° de observaciones de la primera muestra que quedan por debajo
de la mediana muestral (véase la Seccién 8.5.2). Como m = n = 10, N =
m+n=20 y K= [%] = 10, la mediana muestral es Z([%H]) =Za =
y3) = 50. Bajo Ho sustituyendo en

(G20
tJ\k—t
P{T =t|Hy} = —~——%
{ tHo} m+n
k
como T =8 P{T > 8/Hyp} = 00005713 + 0'0000057 = 0’00057 y el p-valor
es menor que 005, luego se rechaza Hy.

Por ultimo, mediante el test de MWW (véase la Seccién 8.5.3), se trata
de contrastar

Hy: Fx = Fy frentea H;:Fx > Fy
con lo que se rechaza cuando

RC:{U>01}
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donde U es el nimero de veces que la primera muestra queda estrictamente
por debajo de la segunda (véase la Tabla 8.5.3.1). De la Tabla 12 al final del
libro se obtiene que como

P{U > C1|H0} < 0’05

ha de ser ¢; = 72 y como el valor del estadisticoes U = 6-10+7+2-104+7 =
94 que queda en la region critica, luego se rechaza Hy.

8.9.17
Mediante el test de Kendall (véase la Seccién 8.6.1), la forma de la regién
critica para contrastar Hy : F(z,y) = Fi(x)Fa(y) frente a Hy : F(x,y) #
Fi(z)Fa(y) es

RC ={|T| > ¢}
‘ 2P
(véase la Tabla 8.6.1.1). El valor del estadistico de Kendall es T = T_l =
(2
2-44 , . :
—— — 1 = —0'162, ya que el nimero de concordancias es 44 y el de

15
2
discordancias es 61.
Para la determinacién de las constantes, como ha de cumplirse que

P{T > ¢|Hy} < 0/025,

mediante la distribucién asintética 34/ 2”((22;15))T — Z ~ N(0,1) ha de veri-
ficarse que

P{Z>c M

2(2n +5)

HO} = P{Z > ¢ 5196} < 0/025

de donde zy o5 = ¢ 5196 = 1’96, por lo que ¢ = 0'377.

Como —0'162 no pertenece a la RC se acepta la hipétesis de indepen-
dencia, el p-valor es (/4.

Mediante el coeficiente de correlacion de Spearman , la forma de la region
critica es

RC = {|R| > ¢}
donde )
_ 12 5 n(n+1)
=D {ZS "1 }

(véase la Seccién 8.6.2 y la Tabla 8.6.2.1). Como ha de ser

P{|R| > c|Hy} < 005
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empleando la distribucién asintética

Vn—1R% Z~N(0,1)

se sigue
P{R > c¢|Hy} ~ P{Z > c/n — 1} <0025

por lo que ¢ 3/742 = 1'96, luego ¢ = 0'524.
Como el valor del estadistico es —0'2643 se acepta la hipétesis de inde-
pendencia, el p-valor es 0/3227.



DISTRIBUCIONES
USUALES

Bernoulli(6) 6 €[0,1]

funcién de masa P{X =z|0} =6, z<{0,1}
media E[X]=86

varianza V[X]=6(1-86)

funcién caracterfstica @y () = 1+ 0(e't — 1)

Binomial(n, ) ne{l,2,..},0€0,1]

funcién de masa P{X =z|0} = <n)0x(1 —-0)" ", 2 €{0,1,..,n}
x

media E[X]=86

varianza V[X]=nb(1-0)

funcién caracterfstica @ (t) = [1 + 0(e® — 1)]"

Geométrica(0) 6 €[0,1]

funcién de masa P{X =z|0} =0(1-0)*"1, z=1,2,..
media EX]=1%

varianza VX]=4iE

6% . .
funcién caracteristica @y () = (6e)/[1 — (1 — 6)e*]

Hipergeométrica(N,N,n) N >0,0< M < N,ne€ {1,2,...,N},
M y N enteros

<M> (N — M)
funcién de masa P{X =[N, M,n} = 2= ]\? —,
)
z€{0,1,....,n}
media ElX] = %
varianza VIX] = %

477
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Binomial Negativa(r,0) r > 1 entero, 6 € [0,1]

funcién de masa P{X =z|r,0} = <r + i a 1) 0"(1—6)~,
z=0,1,..

media E[X] = @

varianza VIX] = %

funcién caracteristica ox(t) =1[0/(1— (1 —0)et)"

Poisson(0) 0 € (0,+00)

funcién de masa P{X =z|0} = 679%, x=0,1,..

media EX]=6

varianza VIX]=6

funcion caracterfstica ¢y (t) = /€1

Uni forme(61,02) —00 < 0] < 0y < +o0
funcién de densidad ~ f(x]01,602) = _92i91 L9, ) ()
media E[X] =% ;92

varianza VI[X] = (92;291)2

funcion caracteristica @y (t) = (€02 — €01)/(it(6y — 01))

Normal(p, o) peER o€ (0,4+00)
1
funcién de densidad ~ f(z|u,0) = \/217067?5(%“)2, zeR
media EX]=pu
varianza V[X] = o?

12 sop i, 1 242
funcién caracteristica @y () = et# 72" ¢

Ezxponencial(9) 0 € (0, +00)

funcién de densidad ~ f(z|0) = 9679951(074_00)(3:)
media EX]=3%

varianza V[X] = 515

funcién caracterfstica @y (t) = [1 — (it)/a]™P

Doble Exponencial(p,0) p€R o€ (0,+00)

funcién de densidad f(zlp, o) = %eflx;#‘a reR
media EX|=p
varianza V[X] = 202

funcién caracteristica ox(t) = e /(1+ o%?)
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Gamma(a,p) a € (0,+00) p e (0,400)

funcién de densidad  f(z|a,p) = %e’“:”xp’lf(o’+oo) ()
media E[X]=¢

varianza ViX]=%4%

a2
funcién caracteristica @y (t) = [1 — (it)/a] 7P

X; p € (0,+00) 1

funcién de densidad ~ f(z|p) = mefixxp_ll(oﬁoo)(x)
2

media EX]=p

varianza VIX]=2p

funcién caracteristica @y (t) = (1 — 2it) "%

Beta(p, q) p € (0,+00) g€ (0,+00)
funcién de densidad  f(z|p,q) = B(;l,q) P11 — x)q_11(0,1)($)
: — P
me('ha E[X] = G
varianza VIX] = rotoraD
Cauchy(0,0) 0eR o€ (0,+0)
funcién de densidad ~ f(z]0,0) = %m, zeR
media no existe ’
varianza no existe
it0—o|t|

funcién caracteristica @y (t) =e

T, de Student p € (0, +00)
funcién de densidad f(|)—LTl)L(lJJ—r")_p_Q1 eR
uncién de densida *lp) = vy v m ,
media EX]=0s p>1
varianza VIX]=t5, 81 p>2
F, 4 de Snedecor p € (0,4+00),q € (0,+00)
funcién de densidad  f(zx|p,q) =
r(eke p=2 —i5
=iy (8 (14 82) 7 o @)

media E[X] = 5%, si 2p > 2

- _ +
varianza VIX]=2 (q%) i(q 7y, siog>4
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Gamma Inversa(a, p)

a € (0,+00),p € (0,+00)

funcién de densidad f(zla,p) = %6_%:0’(7’“)1(0#00) (z)
media ElX]= 4, sip>1
varianza VIX] = (p715122(p72) sip>2

Normal k—dimensional(p, X)

funcion de densidad

media
matriz de covarianzas

funcién caracteristica

p € RS matriz k x k simétrica definida positiva

1 —3(x—p)/ S (x—p) k
fzlp, X) ket , X€R
EX]=p
b

it p—1t' 5t
(,Dx(tl,...,tk-) = 61 H—3

Multinomial(n, 61, ..., 0x)

funcién de masa

media

varianza

covarianzas

funcién caracteristica

n >0 entero, §; € (0,1), i=1,...

P{Xl = I, 7Xk - xk|?}
k

= km H lel’
HIZ' i=1
i=1

E[Xi] = nb;

VIXi] = nfi(1-0;)

COU(X“X]') = —n@lej

Ox (b1, s t) = (016 + O2e™ + ... + Ope)"

k
z;=0,1,..,ni=1..kY x;=n
i=1

T de Student k—dimensional(p,u, ) p>0,pu € R¥ S matriz k x k

funcién de densidad

media
matriz de covarianzas

simétrica definida positiva

f(zp, p, X) = o

_ Y[y sl w] T
(pm)2T(%)D)2 b

xc R¥

EX]=pu, si p>1
pE/(p—2),si p>2
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TABLA 0

Numeros aleatorios

03731
18090
52234
09936
08773

56563
66718
32876
49826
71051

65517
56558
71144
19714
48755

27370
18567
70766
71699
59565

71866
54111
51843
25849
53203

93842
07830
98888
20834
60882

59936
49516
17091
48962
18567

66101
75178
18793
61427
15390

68222
23322
85714
11208
77145

84604
53691
97857
88864
44695

37343
25499
63171
19785
34049

67539
37887
82866
30485
65583

58116
58621
56495
26323
11844

62681
88893
39096
97495
10730

51977
78797
49586
02202
24301

32283
91653
20486
23062
15960

20163
83727
08509
14483
19923

46391
04196
35038
95188
34445

39874
78150
74247
69783
49743

41375
05298
58810
25215
90834

54559
89739
49505
43267
94688

24361
46671
14835
35265
00501

36808
38030
70777
56563
61044

69979
35970
49706
09270
11147

93896
21823
94785
57220
12023

85594
80729
12739
11243
76780

41626
17783
86744
22846
84466

24342
29586
61349
85636
90406

54129
51360
16463
95565
71986

69835
32637
32410
17256
26057

42327
02400
37236
30463
98081

47660
32281
59161
28205
52007

84072
08111
35167
52008
04791

28098
49136
36502
99498
78752

46029
15434
14003
64385
21351

49199
93412
80637
72806
59819

31159
34007
92526
87227
29493

03878
84366
40034
59066
38345

68417
85513
32337
99408
54548

90886
31216
58310
19581
12224

42793
24935
85017
81611
37304

82403
50504
28218
69249
70534

72287
42346
24496
24368
94179

81855
43146
63282
94455
09287

99378
50612
51161
71784
80117

30371
o727
19503
90749
20661

28470
98258
27355
56672
95454

99682
58470
20287
69620
04496

66279
59754
96456
44320
92819

14889
46277
93654
56348
46355

98840
10740
08045
26445
77558

27943
48889
85001
27163
33351

95834
94905
83598
42055
21119

59341
47718
01202
13563
53864

26356
71470
11684
74139
54374

78637
53036
91372
04036
42874

98135
55402
55793
18016
09621

13315
87194
82627
27239
13568

31839
20242
23494
75771
93850

39001
98525
17155
28823
34269
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16906
44664
67898
61914
89086

48817
73008
58983
42035
93250

21035
39370
94356
54054
93797

56358
16700
84568
38380
57492

71751
33728
77537
78884
10923

85389
47819
01456
77116
92174

74984
64348
97753
49777
16945

97573
15801
72763
33089
35035

67578
91396
93406
79372
18519

45555
54207
58771
80201
51409

39689
55656
24527
34342
93825

17175
61666
25939
58147
92431

88642
20731
32067
51260
28636

87712
83806
41035
82984
13245

44574
66124
62437
79549
95056

17668
48775
69977
16781
49350

32458
28591
40787
11919
35901

90343
06408
14502
43044
54974

52210
01980
83182
49099
15806

61135
05178
28091
31172
20037

62719
28773
02886
10835
16191

30028
95049
94103
04573
73584

63797
42795
58860
75021
79561

10074
24715
00603
42317
24259

26717
44361
87238
12909
70866

48425
81066
78936
78252
87224

87472
51186
88240
55746
25215

02682
76463
25076
54075
46311

65405
63615
81477
00569
79702

50544
98540
62419
86335
44977

23234
09289
23165
18801
04516

92995
72858
34922
45233
60923

44245
26249
81098
16807
91665

16355
92979
99237
89696
25222

10201
55750
06552
35452
55895

90348
95067
00874
91255
35398

86813
78504
17339
17428
25366

01836
62178
28637
28801
04516

07617
24768
77819
25839
20115

89159
00336
61950
94604
18996

82284
53899
94240
06490
88754

92109
82511
75500
33115
74107

57805
43491
64676
24138
99431

73963
07933
45154
08197
78441

38688
44244
20704
86575
70437

38946
50568
60395
68127
14044

43718
80284
44529
00053
96505

61555
60733
51556
14108
21522

27856
78111
27781
16944
94525

64883
02686
55592
37883
01685

76120
57598
56550
47392
17901

05104
91678
38786
88994
70437

47500
43046
83548
96675
17011

14814
82283
35795
21029
40259

39269
94935
86121
51894
83252

25661
99265
51597
01325
78469

44410
00875
12902
55766
74790

01504
86875
15193
57448
29572

02756
36633
00417
25073
10088

51326
50951
43300
47099
95523

63810
54691
05013
62437
94288

07019
76106
13655
15770
58422

14344
84426
55188
48700
06300

53796
54906
08992
35267
49195

72763
36260
50463
36871
99810

85452
02256
16653
99888
28203

12283
50875
57738
10557
38618

55545
48444
03379
99665
72236

75607
40610
47356
26669
41380

89097
60215
41520
49526
99924
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96775
12096
10812
18838
16728

59018
22173
63334
60049
49195

21331
17608
47789
92104
00557

64397
36423
73386
05468
15587

82874
67739
96389
20355
22219

22368
40082
66958
63294
87890

70951
89400
55543
19647
23241

25442
14940
11834
02180
51395

11830
38185
80056
02671
01921

95632
95300
22799
86729
56520

34924
72392
93886
42021
58794

56109
29758
43358
34278
14430

41125
89081
00504
79405
66954

08081
28256
02085
50314
42513

28276
37587
38524
82586
33861

55104
40501
12080
33734
73370

45946
22532
10390
29364
34797

33737
22745
91544
85389
42342

51312
04511
28812
44471
36709

75931
80249
45320
98687
37342

38302
44143
23447
75687
77844

35837
16594
95411
84476
96085

07963
40099
49996
87941
27685

15377
56711
48829
74079
62067

76170
03114
49416
39451
63848

30872
68603
15277
67508
16632

50485
02574
66037
90925
84084

09059
59954
47579
67983
99855

79516
39955
26309
89479
84737

79358
79818
08192
98536
10932

81828
98721
11060
92871
86356

92141
21841
94403
31518
26133

33459
62155
49165
24990
22622

13860
59388
35127
91760
13908

51907
06707
26820
64621
00839

44426
83030
00087
63282
83481

67001
89595
94403
31518
26133

14156
26265
48306
93124
44136

95025
85275
25673
91687
92272

16019
34073
72832
01169
57839

99356
91607
54974
48928
48185

57870
37099
26503
51548
79370

80115
02189
03305
60298
37489

79116
14749
99728
31633
59455

66036
75839
31844
04240
65959

29539
65620
83563
57164
68137

80116
09814
47418
71003
54447

00959
24789
30593
81640
30013

43855
83563
47273
30680
46109

67777
36184
50383
99461
51730
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TABLA 1

Funcién de masa de la v.a. Binomial(n,p)

P{X =gz} = Z PP(l—p)"* n=12 .10

n x \f .01 05 .10 .15 .20 .25 30 i— 35 40 .45 48 .50
2 0 0801 9025 8100 7225 6400 5625 4900 4444 4225 3600 3025 2601 2500
1 0198  .0050  .1800 2550 3200 3750 4200 4444 4550 .4800 .4950 4998 5000
2 0001 0025 0100 0225 0400 0625 0900 1111 (1225 1600 2050 2401 2500
4 0 0703 L8574 .T200  .6141 5120 4219 3430 2963 2746 2160 .1644 .1327 .1250
1 02904 L1354 .2430 3251 3840 4219 4410 4444 4436 4320 4084 3823 3750
2 0003 0071 L0270 L0574 0960 (1406 (1890 2222 2380 2880 .3341 3674 3750
3 0000 0001 L0010 0034 0080 0156 0270 0370 0429 0640 0911 1176 L1250
4 0 8606 8145 L6561 5220 4006 3164 2401 (1975 (1TES (1286 L0915 LOGTT L0625
1 D388 1715 L2916 .3GES 4086 4219 4116 3951 (3845 3456 2995 2600 2300
2 L0006 0135 L0486 0975 (1536 (2100 2646 2963 3105 3456 3675 3747 L3750
& 0000 0005 0036 0115 L0256 0460 0756 0988 1115 (1536 2005 2400 2500
4 0000 0000 L0001 0006 L0016 0039 0081 0123 0150 L0256 .0410 0576  .0625
a0 0510 7738 L5005 4437 L3277 L2373 1681 L1317 1160 L0778 L0503 .0345 .0312
1 0480 2036 L3280 3915 4096 3955 3602 3202 3124 2592 2059 1657 .1562
2 0010 0214 L0729 L1582 2043 2637 3087 3202 3364 3456 3369 3185 3125
i 0000 0011 L0081 L0244 0512 0879 1323 1646 (1811 2304 2757 3060 3125
4 0000 0000 0004 L0022 0064 0145 L0284 0412 0485 OTGE (1128 1470 1562
5 L0000 0000 .0DOD L0001 0003 0010 0024 0041 0053 0102 0185 0283 0312
6 0 L0415 L7351 L5314 3771 .2621 1780 (1176 0872 0754 L0467 0277 0176 L0156
1 0571 2321 3543 3993 L3032 3560 5025 L2634 2437 1866 .1358% (1014 0938
2 0014 0305 0984 L1720 L2458 2966 L3241 03202 3280 L3110 .2TB0 2437 (2344
3 0000 0021 0146 L0415 0B19 (1412 1852 2185 2355 2T65 3032 3121 3125
4 0000 0001 0012 0055 .0154 0330 0592 0823 0951 1382 1861 .2249 2344
5 0000 0000 L0001 0004 0015 0044 0102 L0165 0205 0369 0609 0864 0938
6 0000 0000 0000 0000 0002 0002 0007 0014 0018 0041 0083 0139 0156
70 9321 6983 4783 3206 2087 1335 .0824 0585 .0480 0280 .0152 0090 .0078
1 0659 2875 3720 3860 3670 3115 2471 2048 1848 1306 0872 0603 05847
2 0020 0406 .1240 2007 2783 3118 3177 3073 2985 2613 2140 1740 1641
3 0000 0036 .0230 0617 .1147 1730 .2260 2861 .2679 2903 .1918 .3T86 2734
4 0000 0002 .0026 .0108 0287 .O8TT .0972 1380 .1443 1935 .2388 .3676 2734
5 0000 0000 .0002 0012 0043 0118 .0250 .0384 .0466 0774 1172 .1543 1641
6 0000 0000 .0000 0001 0004 0013 .0036 .0064 .0084 0172 .0330 .0494 0547
7 0000 0000 .0000 .0000 .0000 0001 0002 0005 .0006 .0016 .003T7 .0068 0078
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] 0000 0000 0004 0026 0082 0251 (0467 .0808 0808 1239 1719 2008 2188
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1 0830 2085 3874 3679 3020 2253 .1886 1171 .1004 0605 0333 0202 .0176
2 L0034 0629 (1722 2897 3020 3003 (2668 2341 .2l62 (1612 1110 0776 .0T0&
3 L0001 0077 0446 1069 1762 2336 .26683 2731 2716 2808 2118 1739 1641
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TABLA 2

Funcién de masa de la v.a. de Poisson(0)
0

P{X=z}=e%"/2! 2=0,1,.. 6=1,2,3,...,100

a\T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
(04 | 9048 0905 0045 .0002 .0000

02 | .B187 .1637 .0164 .0011 .0001 .0000

03 | .7408 .2222 0333 .0033 .0002 .0000

04 | B703 2681 .0536 .0072 .0007 .0001 .0000

05 | 6065 .3033 0738 .0126 .0016 0002 .0000

06 | -5468 .3203 .0068 .0199 .0030 .0004 .0000

07 | 4960 3476 .1217 0867 .0050 .00DT .0001 .000D

08 | 4493 3595 1438 08998 0077 .0012 .0002 .0000

0.9 | 4066 3650 .1647 .1128 0111 0020 .0003 .0000

1.0 | .3679 3679 .1839 .1255 .0153 .0031 .0005 .0001 .000O

11 4320 3662 2014 0736 .0203 .0045 .0008 .0001 .0O0O

12 | 3012 3614 2169 0867 .0260 .0062 .0012 .0002 .0000

13 | 2726 .3543 .2303 .0998 .0324 .0084 .0018 0003 .0001 0000

14 | 2466 3452 2417 .1128 .0395 .0111 .0026 .0005 .0001 .00OO

15 | 2231 3347 .2510 .1255 0471 0141 .0035 .0008 .0001 .0000

16 | .2019 .3230 .2584 .1378 0551 .176  .0047 0011 .0002 .0000

17 | 1827 3106 .2540 .1496 .0636 .0216 .0061 0015 .0003 .0001 .0000

18 1653 2075 2678 1607 .0723 .0260 .0078 .0020 .0005 .0001 .O00O

19 L1490 2842 2700 1710 L0812 0300 0098 0027 0006 .0001 .0D0O

2.0 | .1353 2707 .2707 .1804 .0902 .0361 0120 .0034 .0009 0002 .0000

22 | 1108 2438 2781 .1966 .1082 .0476 .0174 .0055 .0015 .0004 .0001 .0000

23 | 0907 2177 2613 2000 1254 0602 .0241 .0083 .0025 .0007 .0002 .0000

26 | 0743 .1931 .2510 .2176 .1414 0735 .0319 .0118 .0038 .0011 .0003 .0001 .0000
28 | 0BOB 1703 2384 .2225 1557 0872 .0407 .0163 .0057 .0018 .0005 0001 0000
30 | 0498 1494 2240 2240 1680 .1008 0504 .0216 .0081 .0027 .0008 .0002 .0001
32 | .0408 .1304 2087 .2226 .1781 1140 0608 0278 .0111 .0040 .0013 .0004 .0001
34 | .0334 .1135 .1920 2186 .1868 .1264 .0716 .0348 .0148 0055 .0019 .000G .0002
36 | .0273 0984 1771 .2126 1812 1277 0826 0425 .0191 0076 .0028 .0009 .0003
38 | 0224 830  .1515 .2046 1944 1477 0836 0608 .0241 .0102 0039 .0013 .0004
40 | 0183 .733  .1465 .1954 .1954 .1563 .1042 .0695 .0208 0132 .0063 .0018 0006
5.0 0067 0337 0842 1404 1755 L1755 .1462 1044 0653 0363 0181 0082 .0034
60 | 0025 .0149 .044G 0892 1339 1606 .1606 .1377 .1033 0688 .0413 0225 .0113
70 | 0000 L0064 .0223 L0521 .0012 .1277 .1490 .1400 .1304 .1014 0710 0452 0264
80 | o003 L0077 .0107 .0286 .0673 0016 .1221 1395 1396 .1241 0093 0722 0481
90 | pool 0011 0050 L0150 .0337 0607 08911 .1171 .1318 .1318 .1186 .0970 .0728
1.0 | o000 .0005 .0023 .0076 .0189 .0378 .0631 .0901 .1126 .1251 .1251 .1137 .0948
N 13 14 15 16 17 18 19 20 21 29 73 94 25
50 |.0013 .0005 .000Z .00DO 0000

60 |.0052 .0022 .0009 .0003 .00O1  .0OOO

70 | .0142 0071 0033 .0014 0006 .0002 .0001 .0OOO

8.0 029 0169 .0090 .0045 .0021 .0009 .0004 .000Z .0001 .0OOO

90 |.0504 0324 0193 0109 0058 0029 0014 0006 .0OO3 .00D1  .0OOD .0OOO

100 | 0729 0521 0347 0217 0128 0071 .0037 .0019 .0009 .0OO4 0002 .00O1  .0OOO
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TABLA 3

Funcién de distribucién de la v.a. Normal(0,1).
La tabla proporciona los valores de F'(x) tales que

F(z) = [T

Le
V2w

-3t

T

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
03
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
12
1.2
1.3

1.3
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
3.0
3.1
3.2

3.4
3.5
3.6

3.8
3.9

0.50000
0.53983
0.57926
0.61791
0.65542
0.69146
0.72575
0.75804
0.78814
0.81594
0.84134
0.86433
0.88493
0.90320
0.91924
0.93319
0.94520
0.95543
0.96407
0.97128
097725

0.98214
0.98610
0.98928
0.99180
0.99379
0.99534
0.99653
0.99744
0.99813
0.99865
0.99903
0.99931
0.99952
0.99966
0.99977
0.99984
0.99989
0.99993
0.99995

0.50399
0.54380
0.58317
0.62172
0.65910
0.69497
0.72907
0.76115
0.79103
0.81859
0.84375
0.86650
0.88686
0.90490
0.92073
0.93448
0.94630
0.95637
0.96485
0.97193
0.97778
0.98257
0.98645
0.98956
0.99202
0.99396
0.99547
0.99664
0.99752
0.99819
0.99859
0.99906
0.99934
0.99953
0.99968
0.99978
0.99985
0.99990
0.99993
0.99995

0.50798
0.54776
0.58706
0.62552
0.66276
0.69847
0.73237
0.76424
0.79389
0.82121
0.84614
0.86864
0.88877
0.90658
0.92220
0.93574
0.94738
0.95728
0.96562
0.97257
0.97831
0.98300
0.98679
0.98983
0.99224
0.99413
0.99560
0.99674
0.99760
0.99825
0.99874
0.99910
0.99936
0.99957
0.99969
0.99978
0.99985
0.99990
0.99993
0.99996

0.51197
0.55172
0.59095
0.62930
0.66640
0.70914
0.73565
0.76730
0.79673
0.82381
0.84850
0.87076
0.89065
0.90824
0.92364
0.93699
0.94845
0.95818
0.96638
0.97320
097882

0.98341
0.98713
0.99010
0.99245
0.99430
0.99573
0.99683
0.99767
0.99831
0.99878
0.99913
0.99938
0.99957
0.99970
0.99979
0.99986
0.99990
0.99994
0.99996

0.51595
0.55567
0.59483
0.63307
0.67003
0.70540
0.73891
0.77035
0.79955
0.82639
0.85083
0.87286
0.89251
0.90988
0.92507
0.93822
0.94950
0.95907
0.96712
0.97381
0.97932
0.98382
0.98745
0.99036
0.99266
0.99446
0.99586
0.99693
0.99774
0.99836
0.99882
0.99916
0.99940
0.99958
0.99971
0.99980
0.99986
0.99991
0.99994
0.99996

0.51994
0.55962
0.59871
0.63683
0.67364
0.70884
0.74215
0.77337
0.80234
0.82894
0.85314
0.87493
0.89435
0.91149
0.92647
0.93943
0.95053
0.95994
0.96784
0.97441
0.97982
0.98422
0.98778
0.99061
0.99286
0.99461
0.99598
0.99702
0.99781
0.99841
0.99886
0.99918
0.99942
0.99960
0.99972
0.99981
0.99987
0.99991
0.99994
0.99996

0.52392
0.56356
0.60257
0.64058
0.67724
0.71226
0.74537
0.77637
0.80511
0.83147
0.85543
0.87698
0.89617
0.91309
0.92786
0.94062
0.95154
0.96080
0.96856
0.97500
0.98030
0.98461
0.98809
0.99085
0.99305
0.99477
0.99609
0.99711
0.99788
0.99846
0.99889
0.99921
0.99944
0.99961
0.99973
0.99981
0.99987
0.99992
0.99994
0.99996

0.52790
0.56749
0.60642
0.64431
0.68082
0.71566
0.74857
0.77935
0.80785
0.83398
0.85769
0.87900
0.89796
0.91466
0.92922
0.94179
0.95254
0.96164
0.96926
0.97558
0.98077
0.98500
0.98840
0.99111
0.99324
0.99492
0.99621
0.99720
0.99795
0.99851
0.99893
0.99924
0.99946
0.99962
0.99974
0.99982
0.99988
0.99992
0.99995
0.99996

0.53188
0.57142
0.61026
0.64803
0.68439
0.71904
0.75175
0.78230
0.81057
0.83646
0.85993
0.88100
0.89973
0.91621
0.93056
0.94295
0.95352
0.96246
0.96995
0.97615
0.98124
0.98537
0.98870
0.99134
0.99343
0.99506
0.99632
0.99728
0.99801
0.99856
0.99897
0.99026
0.99948
0.99964
0.99975
0.99983
0.99988
0.99992
0.99995
0.99997

0.53586
0.57535
0.61409
0.65173
0.68793
0.72240
0.75490
0.78524
0.81327
0.83891
0.86214
0.88298
0.90147
0.91774
0.93189
0.94408
0.95449
0.96327
0.97062
0.97670
0.98169
0.98574
0.98899
0.99158
0.99361
0.99520
0.99643
0.99736
0.99807
0.99861
0.99900
0.99929
0.99950
0.99965
0.99976
0.99983
0.99989
0.99992
0.99995
0.99997
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TABLA 4

Distribucién de la v.a. X%.

La tabla proporciona los valores de xi.a
tales que P{x? < X%;a} =1-a.

l-a | 0995 099 0975 095 09 075 0% 025 01 005 0025 001 0°005
k
1| 788 6.63 502 38 271 132 0455 0.102 0.0138 0.0039 0.0010 0.0002 0.0000
2| 106 921 738 599 461 277 139 0575 0211 0.103 0.0506 0.0201 0.0100
30 128 113 935 7.81 625 411 237 121 058 0352 0216 0.115 0.072
4| 149 133 111 949 7.78 539 336 192 1.06 0.711 0484 0297  0.207
5| 167 151 12.8 1L1 924 6.63 435 267 161 1.15 0.831 0.554  0.412
6| 185 168 144 126 106 7.84 535 345 2.20 1.64 1.24 0.872  0.676
70 203 185 160 141 120 9.04 635 425 283 2.17 1.69 1.24 0.989
8] 220 201 175 155 134 102 7.34 507 3.49 2.73 2,18 1.65 1.34
9| 236 21.7 19.0 169 147 114 834 590 417 3.33 2.70 2.09 1.73
10| 252 232 205 183 160 125 934 674 4.87 3.94 3.25 2.56 2.16
11| 268 247 219 197 173 137 103 7.58 558 4.57 3.82 3.05 2.60
12| 283 262 233 210 185 148 113 844 6.30 5.23 4.40 3.57 3.07
13| 298 277 247 224 198 160 1213 930 7.04 5.89 5.01 4.11 3.57
14| 313 291 261 237 2.1 171 133 102 779 6.57 5.63 4.66 4.07
15| 328 306 275 250 223 182 143 11.0 8.55 7.26 6.26 5.23 4.60
16 | 343 320 288 263 235 194 153 119 931 9.86 6.91 5.81 5.14
17| 357 334 302 276 248 205 163 128 101 8.67 1.56 6.41 5.70
18| 372 348 315 289 260 216 173 137 109 9.39 8.23 7.01 6.26
19| 386 362 329 301 272 227 183 146 117 10.1 8.91 7.63 6.84
20 | 40.0 376 342 314 284 238 193 155 124 10.9 9.59 8.26 7.43
21| 414 389 355 327 296 249 203 163 132 11.6 10.3 8.90 8.03
22| 42.8 403 368 339 308 2.0 213 172 140 12.3 11.0 9.54 8.64
23 | 44.2 416 381 352 320 271 223 181 148 13.1 11.7 10.2 9.26
24 | 456 43.0 394 364 332 282 233 190 157 13.8 12.4 10.9 9.89
25 | 46.9 443 406 37.7 344 293 243 199 165 14.6 13.1 11.5 10.5
26| 483 456 419 389 356 304 253 208 173 15.4 13.8 12.2 11.2
27| 496 47.0 432 401 367 315 263 217 181 16.2 14.6 12.9 11.8
28 | 51.0 483 445 413 379 326 273 227 189 16.9 15.3 13.6 12.5
20 | 523 496 457 426 391 33.7 283 336 198 17.7 16.0 14.3 13.1
30| 53.7 509 470 438 403 348 293 245 206 18.5 16.8 15.0 13.8
40| 66.8 63.7 59.3 558 518 456 39.3 337 291 26.5 24.2 222 20.7
50 | 79.5 76.2 714 675 63.2 563 493 429 377 34.8 324 29.7 28.0
60| 92.0 884 833 791 744 670 593 523 465 43.2 40.5 375 35.5
70 | 1042 1004 950 905 855 776 693 6L7 553 51.7 48.8 454 43.3
80 | 116.3 1123 106.6 1019 966 831 793 7.1 643 60.4 57.2 53.5 51.2
90 | 1283 124.1 118.1 113.1 1076 986 893 806 733 69.1 65.6 61.8 59.2
100 | 140.2 135.8 129.6 124.3 1185 109.1 99.3 90.1 824 9 74.2 70.1 67.3

Para k > 100 utilicese que 4/2x2 — v/2k — 1~ N(0,1).
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TABLA 5
Distribucioén de la v.a. T}, de Student .
La tabla proporciona los valores de %, .
tales que P{T, <t,}=1-—« T
i-cx | 9.750 0900 0.950 0975 0.990 0.995 0.999 0.9995
n
1 1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.31 G36.62
2 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965  0.935 22326 31.598
3 0.765 1.638 2.363 3.182 4.541 5.841 10.213  12.924
1 0.741  1.633 2,132  2.976  3.747  4.604  7.173  8.610
5 0.727 1476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893 8.669
6 0.718  1.440  1.943 2,447 3143 3707 5208 5.969
T 0.711 1.415 1.895  2.365  2.998  3.499 1785  5.408
8 0.706 1.397 1.860  2.306 2.896 3.355 4.501  5.041
9 0.703 1.383 1.833  2.262  2.821 3.250  4.207  4.781
10 Q.700  1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 4.587
11 | 0.697 1.363 1.796  2.201 2.718  3.106  4.025  4.437
12 0.695 1.366 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 4.318
13 0.694 1.360 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 1.221
14 [ 0692 1345 1761 2145 2,621 2,977 3.787  4.140
15 [ 0.691 1.341 1.753 2131 2602 2947 3.733  4.073
16 | 0.690 1.337 1.746 2.120 2583 2921 3.688  4.015
17 | 0.680  1.333 1.740 2.110  2.367  2.898  3.646  3.965
18 | 0.688  1.330 1.734 2,101 2,352 2878  3.610  3.922
19 | 0.688 1.328 1.729 2.083 2539 2861 3679  3.883
20 | 0.687 1.321 1.725 2088 2528 2.845 3.532  3.850
21 | 0.686 1.323 1.721 2080 2518 2831 3.527  3.819
22 | 0.685 1.321 1.717 2074 2508 2819 3.505  3.792
23 | 0.685 1.319 1.714  2.069 2.500 2.807 3.485  3.767
24 | 0.685 1.318 1.711 2064 2492 2797 3.487  3.745
25 | 0.684 1.316 1.798  2.060 2485 2,787 3.450  3.725
26 | 0.684 1.315 1.706  2.068 2479 2.779 3.435  3.707
27 | 0681 1.314 1.703 2052 2473 2.771 3.421  3.690
23 | 0.683 1.313 1.701  2.048 2467 ©2.763  3.408  3.674
20 | 0.683 1.311 1.699 2045 2462 2.75G 3.395  3.659
30 | 0.683 1.310 1.697  2.042 2467 2.750 3.385  3.646
40 | 0.681 1.383 1.684  2.021 2423 2.704 3.307  3.551
60 | 0.679 1.2098 1.671  2.000 2390 2.660 3.232  3.480
120 - 0.677 1.289 1.638 1.980 2.358 2617 3.160 3.373
co | 0674 1282 1.645  1.060 2328 2578 3.090  3.201

Para valores grandes de n utilicese que T, 4 /"T’2 ~ N(0,1).
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TABLA 6

Distribucién de la v.a. Fy, , de Snedecor.
La tabla proporciona los valores de Fy;, n.0005
tales que P{Fy, n, < Fyn005} = 0'95

F
m,an,0°05
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TABLA 6 (continuacién)

Distribucién de la v.a. F, 5, de Snedecor.
La tabla proporciona los valores de Fy;, 5.0/05
tales que P{Fy, n < Fyn.0025} = 0'975

13
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TABLA 7

Distribucién del estadistico de Kolmogorov-Smirnov de una muestra.
Esta tabla contiene los valores de df, y d,. tales que
P{D}f >dt .} <ay P{Dp>dya} <a.

Test unilateral
o= 0 .05 025 .01 005 |a= .10 .05 .025 .01 .005
Test bilateral

o= 20 .10 05 02 01 |a= 20 .10 .05 .02 .01
n=1 900 950 .975 .990 .995 | n=21 .226 .259 287 .321 .344
2 681 776 .842 .900 .929 22 221 .253 .281 .314 .337
3 565 636 .708 .785 .829 23 216 .247 275 .307 .330
4 493 565 624  .689 734 24 212 242 269 .301 .323
5 447 509 563 .627 .669 25 208 .238 .264 .295 .317
6 410 468 519 57T 617 26 .204 233 259 290 311
7 381 436 483 .38 .576 27 200 .229 .254 284 .305
8 358 410 454 507 542 28 197 225 .250 .279 .300
9 339 387 430 480 .513 20 193 221 246 275 .295
10 323 369  .409 457 489 30 190 .218 .242 270 .290
11 308 352 391 437 .468 31 187 214 .238 .266 .285
12 296 338 375 419 449 32 184 211 .234 .262 .281
13 285 325 361 404 .432 33 182 .208 .231 .258 .277
14 275 314 349 390 418 34 179 206 .227 254 273
15 266 .304 338 .377 .404 35 177 202 .224 251 .269
16 258 295 327 .366 .392 36 174 199 221 247 265
17 250 286 .318 .355 .381 37 172 196 218 244  .262
18 244 279 309 346 371 38 170 194 215 241 .258
19 237 .271 301 337 .361 39 168 .191 .213 238 .255
20 232265 294 329 352 40 165 189 .210 .235 .252

Aproximacién para n > 40 o0 Lz L6 Loz 168
P p /o Jn Jn T
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TABLA 8

Distribucién del estadistico de Kolmogorov-Smirnov para el ajuste a una

v.a. Normal con los pardmetros estimados a partir de la muestra.
La tabla contiene los valores de d,f, tales que P{D} >dl } <a.

n|a 020 015 010 005 001 0001
4 303 321 346 376 413 -433
) 289 303 319 343 397 439
6 269 281 297 323 371 424
7 252 264 280 .304 351 .402
8 239 250 265 .288 .333 .384
9 227 238 252 274 317  .365
10 217228 241 262 .304 .352
11 208 218 231 251 .291 .338
12 200 210 222 242 281 .325
13 193 202 215 234 271 314
14 A87 196 208  .226  .262  .305
15 A81 190 201 219 .254 .296
16 A76 0 184 195 213 247 287
17 A7 179 190 207 240 .279
18 67 175 185 202 234 .273
19 163 170 181 197 228 .266
20 159 166 .176 192 223 .260
25 143 150 .159 173 201 .236
30 131 138 146 159 185 217
40 115 120 128 139 .162  .189
100 074 077 .082 .089 .104 .122
400 037 039 .041 .045 .052 .061
900 025 .026 .028 .030 .035 .042
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TABLA 9

Distribucion del estadistico de los rangos signados de Wilcoxon.
Esta tabla contiene los valores de t, tales que P{T" >t,} < a.
Los valores correspondientes a t1_, se obtienen de

tia =m(n+1)/2 — t,.

n|a .01 .025 .05 .10
3 6 6 6 6
4 10 10 10 9
) 15 15 14 12
6 21 20 18 17
7 27 25 24 22
8 34 32 30 27
9 41 39 36 34
10 49 46 44 40
11 58 55 52 48
12 67 64 60 56
13 78 73 69 64
14 89 84 79 73
15 100 94 89 83
16 112 106 100 93
17 125 118 111 104
18 138 130 123 115
19 152 143 136 127
20 166 157 149 140

La distribucién asintética del estadistico de Wilcoxon viene dada por

T+ _ notl)
= 4 ~ N(0,1).
n(n+1)(2n+1)
24
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TABLA 10

Distribucién del estadistico de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras de
distinto tamano.

Esta tabla contiene los valores de d,fm’a Y dmn« tales que

P{D;;,n > d;i_n,n,a} <a y P{Dm,n > dm,na} <a con

Ny =min{m,n} y Ny=méix{m,n}

Test unilateral
o = 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005
Test bilateral
o = .20 .10 -05 .02 .01
Nlml NZ:Q 17/18
' 10 9/10
\ =2 =3 5/6
M N, 4 3/4
5 4/5 4/5
6 5/6 5/6
7 5/7 6/7
3 3/4 7/8 7/8
9 7/9 8/9 8/9
10 7/10 4/5 9/10
N1=3 N2=4 3/4 3/4
5 2/3 4/5 4/5
6 2/3 2/3 5/6
7 2/3 5/7 6/7 6/7
8 5/8 3/4 3/4 7/8
o 2/3 2/3 7/9 8/9 8/9
10 3/5 7/10 4/5 9/10 8/10
12 7/12 2/3 3/4 5/6 11/12
N=2 N,=5 3/5 3/4 4/5 4/5
6 7/12 2/3 3/4 5/6 5/6
7 17/28 5/7 3/4 6/7 6/7
8 5/8 5/8 3/4 7T/8 7T/8
9 5/9 2/3 3/4 7/9 8/9
10 | 11/20 13/20 7/10 4/5 4/5
12 7/12 2/3 2/3 3/4 5/6
16 9/16 5/8 11/16 3/4 13/16
\[1=5 N2=6 3/5 2/3 2/3 5/6 5/6
7 4/7 23/35 5/7 29/35 6/7
8 11/20 5/8 27 /40 4/5 4/5
el 5/9 3/5 31/45 7/9 4/5
10 1/2 3/5 7/10 7/10 4/5
15 8/15 3/5 2/3 11/15 11/15
20 1/2 11/20 3/5 7/10 3/4
N1:6 N2: 23/42 1/7 29/42 5/7 5/6
8 1/2 T/12 2/3 3/4 3/4
9 1/2 5/9 2/3 13/18 7/9
10 1/2 17/30 19/30 7/10 11/15
12 1/2 T/12 7T/12 2/3 3/4
18 4/9 5/9 11/18 2/3 13/18
24 11/24 1/2 7/12 5/8 2/3
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TABLA 10 (continuacién)

Test unilateral
o= 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005
Test bilateral
o= 0.20 0.10 0.05 0.02 0.01
Ni=7 No=8 27/56 33/56 5/8 41/56 3/4
9 31/63 5/9 40/63 5/7 47/63
10 33/70 39/70 43/70 7/10 5/7
14 3/7 1/2 4/7 9/14 5/7
28 3/7 13/28 15/28 17/28 9/14
N{=8 N9=9 4/9 13/24 5/8 2/3 3/4
10 19/40 21/40 23/40 27/40 7/10
12 11/24 1/2 7/12 5/8 7/3
16 7/16 1/2 9/16 5/8 5/8
32 13/32 7/16 1/2 9/16 19/32
N1=9 No=10 7/15 1/2 26/45 2/3 31/45
12 4/9 1/2 5/9 11/28 2/3
15 19/45 22/45 8/15 3/5 29/45
18 7/18 4/9 1/2 5/9 11/18
36 13/36 5/12 17/36 19/36 5/9
Ni=10 No=15 2/5 7/15 1/2 17/30 19/30
20 2/5 9/20 1/2 11/20 3/5
40 7/20 2/5 9/20 1/2
Ni=12 No=15 23/60 9/20 1/2 11/20 7/12
16 3/8 7/16 23/48 13/24 7/12
18 13/36 5/12 17/36 19/36 5/9
20 11/30 5/12 7/15 31/60 17/30
Ni=15 N9=20 7/20 2/5 13/30 29/60 31/60
N1=16 No=20 27/80 31/80 17/40 19/40 41/80
Aproximacién
para m y n grandes | 10 mm—";L" 1.22 mm—tl” 1.36 mm—tln 1.52 mm—tl” 1.63 mm—tln
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TABLA 11

Distribucién del estadistico de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras de
tgual tamano.
Esta tabla contiene los valores de df{n;a Y dnnia tales que

P{D}, > dmao} <a vy P{Dpp>dpna} <.

Test unilateral
a= 00 .05 025 .01 005 || a= .10 .05 025 .01 .005
Test bilateral

a= 20 .10 .05 .02 .01 a= 20 .10 .05 .02 01
n=3 2/3  2/3 n=20 | 6/20 7/20 8/20 9/20 10/20
4 34 3/4 34 21| 6/21 7/21 8/21 9/21 10/21
5 3/5 3/5 4/5 45 4/5 || 2|7/22 8/2 8/2 10/22 10/22
6 3/6  4/6  4/6 5/6  5/6 23 [ 7/23 8/23 9/23 10/23 10/23
7 41 47 5/T 5/T BT 24 [ 7/24 8/24  9/24 10/24 11/24
8 4/8 4/8 5/8 5/8 6/8 25 [ 7/25 8/25 9/25 10/25 11/25
9 4/9 5/9 5/9 6/9 6/9 26 7/26  8/26  9/26 10/26 11/26
10 4/10 5/10 6/10 6/10 7/10 21 [ 721 821 9/21  11)27 11/27
11 511 5/11 7/11 7/11 7/11| 28 |8/28 9/28 10/28 11/28 12/28
12 512 5/12 7/12 7/12 7/12|  20[8/20 9/20 10/29 11/29 12/29
13 5/13 6/13 7/13 7/13 8/13 30| 8/30 9/30 10/30 11/30 12/30
14 5/14 6/14 7/14 7/14 8/14 | 31 |8/31 9/31 10/31 11/31 12/31
15 5/15 6/15 7/15 8/15 8/15 32(8/32 9/32 10/32 12/32 12/32
16 6/16 6/16 7/16 8/16 9/16 34[8/34 10/34 11/34 12/34 12/34
17 6/17 T/17 7/17 8/17 9/17 36 [9/36 10/36 11/36 12/36 12/36
18 6/18 T7/18 8/18 9/18 9/18 3819/38 10/38 11/38 13/38 14/38
19 6/19 7/19 8/19 9/19 9/19 40 [ 9/40 10/40 12/40 13/40 14/40
Aproximacién para 1 > 40 : RPN E R ) A I )

Vo NG Vn Vn
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TABLA 12

Distribucion del estadistico de Mann- Whitney- Wilcoxon.
Esta tabla contiene los valores de U, tales que P{U > us} < .
Por simetria  uj_o, = mn — uq.-

m | o n|l2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 .01 4 6 8 10 12 14 16 18 20
.025 4 6 8 10 12 14 15 17 19
.05 4 6 ] 9 11 13 14 16 18
.10 4 5 7 8 10 12 13 15 16
3 .01 9 12 15 18 20 20 25 28
.025 9 12 14 16 19 21 24 26
.05 8 11 13 15 18 20 22 25
.10 7 10 12 14 16 18 21 23
4 01 16 19 22 26 29 32 36
.025 15 18 21 24 27 31 34
.05 14 17 20 23 26 29 32
.10 12 15 18 21 24 26 29
5 .01 23 27 31 35 39 43
.025 22 26 29 33 37 41
.05 20 24 28 31 35 38
.10 19 22 26 29 32 36
6 .01 32 37 41 46 b1
.025 30 35 39 43 48
.05 28 33 37 41 45
.10 26 30 34 38 42
7 01 42 48 53 58
.025 40 45 50 55
-05 37 42 47 532
-10 35 39 44 48
8 01 534 60 66
.025 50 56 62
-05 48 53 59
.10 44 49 55
9 01 66 73
.025 63 69
.05 59 65
.10 55 61
10 | .01 80
-025 76
-05 72
.10 67

La distribucién asintética del estadistico de Mann- Whitney- Wilcozon
viene dada por

(v-5)/ 2D
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TABLA 13

Distribucién del estadistico de Kendall.
Esta tabla contiene los valores de s, para los que P{T > t,} < a donde

S = (Z)T es el estadistico de Kendall. Por simetria s1_o = —S4.

n{a|.100 050 025 .01
3 3 3 3 3
4 4 4 6 6
5 6 6 8 8
6 7 9 11 11
7 9 11 13 15
8 10 14 16 18
9 12 16 18 22
10 15 19 21 25

La distribucién asintética del estadistico de Kendall viene dada por

3v/[n(n—1)]/[22n +5)] T =~ N(0,1).
TABLA 14

Distribucién del estadistico de los rangos de Spearman.
Esta tabla contiene los valores de r, tales que P{R > r,} < .

Por simetria ri_o, = —Tq.
n|a«a .01 .025 .05 .10
3 1.000 1.000 1.000 1.000
4 1.000 1.000 .800 .800
5 .900 .900 .800 .700
6 .886 .829 771 .600
7 .857 .750 .679 .536
8 .810 714 .619 .500
9 167 .667 .b83 467
10 721 .636 .552 442

La distribucién asintética del estadistico de Spearman viene dada por

Rv/n -1~ N(0,1).
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